FAC. DI INGEGNERIA - CORSO DI LAUREA IN ING. INF. E DELLE TELECOMUNICAZIONI A.A.2002/2003

Analisi Matematica I - Test di verifica
Compito A
Sia a = numero lettere del nome, b= numero delle lettere del cognome.

1) Utilizzando la definizione di limite provare che
liH(l] vaz+1=1.
2) Studiare la continuita della funzione

xsin® O<x<l
flz)=4 0 x=0

|z|? cos?(1/z) —1<2<0
dove a=[(4—a)/2] e f=[-1+b/4].
3) Calcolare il seguente limite:
2
lim e’ —cosw
a—0 g2 + g4 ’

4) Studiare il comportamento della serie:

i n 2n+1
—x
3
—n +1
al variare di x € R.
5) Studiare la funzione:
22+ a
J(x) = 22 —x+ (—1)%

e tracciarne il grafico.

6) Scrivere il numero 8 come somma di due numeri non negativi tali che la somma del
quadrato del primo e il cubo del secondo sia minima. Risolvere il problema anche nel caso
in cui la somma debba essere massima.

7) Svolgere il seguente integrale

x+0b
/ (azx? + b)(x? — a2)dx

8) Svolgere il seguente integrale

1
d
/m(cos log z)? tanlog ‘
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1) Applicando la definizione di limite bisogna provare che:

Ve > 0, esiste d(¢) > 0 tale che per ogni z € R con 0 < |z| < d(¢) risulta 1 — ¢ <
V41 <1 +e.

Osserviamo innanzitutto che la disequazione 1 — e < /22 + 1 & sempre verificata, basta
dunque studiare la disequazione ViZ+1<1+e.

Siccome la radice quadrata ¢ sempre definita e 1 + ¢ > 0 allora la disequazione data ¢

equivalente a:
?+1 < (14+e)P=1+e+2¢ — 7? < e’ 42 — |z| < Ve? + 2e.

Basta allora prendere §(¢) = €2 + 2e.
2) Studiamo la continuita di f al variare di @ e 5. L’unico punto che puo dare problemi

¢ x = 0, studiamo pertanto la continuita della f nell’origine.

) 0 a > —2
. . ) sin® x
lim z%sin?z = lim 2% = lim 2" =¢ 1 a=—2
z—0t z—0+ 22 r—0+
400 a< —2
0 B>0

lim |2| cos®(1/x) =

0 A =0

Se infatti consideriamo xy = 1/k7, yp = 1/(km + 7/2) con k intero negativo risulta, per

g <0,

lim |zg)? cos®(1/zy) = klim (1/]k|m)? = klim (|k|m) ™ = +oo,

$k_‘07

lirréi lykl? cos®(1/yp) = klim 1/(Jkm +7/2))% -0 = 0.
Ye— ——00

Dunque nel caso # < 0 abbiamo determinato due restrizioni che ammettono 0~ come

punto di accumulazione ed i cui limiti sono distinti. Se invece 8 = 0

lim cos?*(1/x) = lim 1=1,
x,—0" k——o0

lim cos®(1/y;) = lim 0=0.
yr—0~" k——o00

3) Applichiamo il principio di sostituzione degli infinitesimi:

z2 z2 2

2
. e¥ —cosx . e¥ —coszx e —1+4+1—cosx et —1 .1 —cosz
im ——— = lim——— =1lim = lim +lim —— =
z—0 2+ 7t xz—0 r? x—0 2 z—0 2 x—0 2
1 3
2 2
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n 2n+1

=T , consideriamo allora
n°+41

4) Si tratta di una serie di segno qualunque. Sia a, =

|an| = =5 ]x[** . Applichiamo il criterio del rapporto alla serie dei valori assoluti.

lim |an+1| o . n+1 ’x|2n+3 . TLS +1 1 2

n—o0 |an| oo (n + 1)3 +1 n |l’|2n+1 N

Dunque,

e se z? < 1, cioe |z| < 1 allora Y 7 |a,| converge e dunque Y oo a, converge asso-

lutamente;
e se x> 1, allora > |an| =Y ", a, diverge a +o0;

e se v < —1, allora > 7 |a,| diverge a 400, siccome a, = —|a,|, allora > ja,

diverge a —o0;

e se x = =+1 allora ZZOZO ‘an‘ = E‘X’

n=1 7357+ applicando il criterio del confronto as-

intotico e confrontandola con la serie > 7 n—12 si ottiene che la serie data converge

assolutamente.

5) Esamineremo i seguenti due casi: a pari, a dispari. Chiamiamo con f, la funzione nel

primo caso, con f; quella del secondo caso. Studiamo il comportamento della funzione

f=1f= x;”i:ib Il denominatore di f, & z? —x+b. Il determinante A di questa equazione
vale A = 1 — 4b. Siccome b & un intero maggiore di 1 il determinante risulta sempre
negativo e dunque il denominatore assume sempre il segno del coefficiente di 22 (positivo).
Questo fatto ci dice inoltre che f, & sempre non negativa. Dunque f, : R — R*.

Oserviamo che sia il numeratore che il denominatore sono due infiniti di ordine 2 e quindi

lim f(x)=1

r—300

dunque la funzione ammette asintoti orizzontali a 4o0.
La funzione f,, essendo definita su tutto R non ha asintoti verticali. Studiamo ora la
crescenza e la decrescenza di f:
1) 22 —2x(b—a)—a
r) = —
P (22 — 2z +b)?

fiz) > 0= 2*-22(b—a)—a<0<+=

P
b—a—+/(b—a)P+a<z<b—a++(b—a)?+a
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Calcoliamo ora la derivata seconda:
) = 2x3—3x2(b—a)—3aa:+b2+a—ab

p a (2 —z+b)3

") > 0= 2> —32%(b—a)—3ax+b*+a—ab>0
J

Con queste informazioni e dando ad a, b valori particolari cerchiamo di disegnare alcune
di queste funzioni: supponiamo ad esempio che (a,b) = (8,9). In questo caso f ¢ definita

su tutto R, ha asintoti orizzontali, € non negativa. La sua derivata prima e

22— 22 —8
() = ——— 2 " >0 < -2<z<A4.
f(@) (@ —z+9)2 " ==

Quindi f e crescente nell'intervallo [—2, 4], altrove & decrescente, x = —2 & un punto di

minimo, £ = 4 e un punto di massimo. La sua derivata seconda e

3 — 3x? — 24z + 17
" — > 3 _ 2 >
f"(x) 2 e >0 <— 2°—-31°—-24z+17>0

Si tratta di studiare ora il segno del polinomio di terzo grado g(x) = 2% — 32% — 24x +
17. Sappiamo che tale polinomio puo avere uno oppure tre zeri reali, per cercare di

determinarli studiamo ¢'.

Jdx) = 322 —62—-24=32"-20—-8)>0 <= x<-2U >4

g(—=2) >0, ¢g(4) <0, lim g(z)=+oc0

r—+00

e dunque, per il teorema degli zeri, la funzione g ammette tre zeri reali, r1 < —2, 29 €
| —2,4[, x5 > 4.

Se x < w1, oppure x5 < x < w3 la funzione f e concava, se r1 < xr < Xy oppure r > I3
la funzione f € convessa, i punti x1, zo, r3 sono punti di flesso. A questo punto possiamo

disegnare il grafico della funzione f:
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[a.b] =(2.9)

=20 -10 a 10 20

Studiamo ora la funzione f = f4. Il determinante del denominatore 22 — z — b & dato
da A =1+4b> 0 e dunque la funzione non ¢ definita nei punti = = £(1 & /1 + 4b).
Pertanto f;: R\ {3(1+v1+4b)} — R.

Studiamo il segno di f4. La funzione & positiva in ]—oo, 1 (1—v/1 + 4b)[U] 4 (1++/1 + 4b), +o0],
negativa in ]3(1 — /1 +4b),2(1+ 1+ 4b)].

Oserviamo che sia il numeratore che il denominatore sono due infiniti di ordine 2 e quindi

lim f(z)=1

xr—+00

dunque la funzione ammette asintoti orizzontali a 4oo.
Studiamo anche la disequazione fq(x) > 1 per capire quando il grafico della funzione si
trova al di sopra dell’asintoto.

2 +a 2?+a—2>4x+b zT4+a+d
2_x—b 2

>0

T —z—=> 2 —x—b

Per quanto riguarda gli asintoti verticali:

lim T) = Foo;
x—»%(l—\/1+4b)ifd() +

lim T) = to0.
z—1(1+v/1+4b)* fd( )

Studiamo ora la crescenza e la decrescenza di fy:

, 2?4 2z(b+a)—a
fd('r) - (.CIZ’2 —$—b)2

fi(x) > 0= 2*+22(b+a) — a <0 <= z appartiene al dominio di f; e

—(b+a)—(b+a)P+a<zr<—(b+a)++/(b+a)+a

5
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Calcoliamo ora la derivata seconda:

") = 2m3+3x2(b+a)—3ax+b2+a+ab
d B (22 —z —b)3

Con queste informazioni e dando ad a, b valori particolari cerchiamo di disegnare alcune
di queste funzioni: supponiamo ad esempio che (a,b) = (7, 8).
In tal caso f: R\ {3(1£v/33)} — R ¢ definita da:
x4+ 7
fl@)=—5——%
Chiamiamo con z; = (1 —/33) ~ —2.37, 2, = 1(1+ v/33) ~ 3.37.
f ammette asintoti verticali in x1, ro, ammette asintoti orizzontali per x — +o00. Rispetto

all’asintoto orizzontale y = 1

2+ 7 2+ T7T -2+ +8 r+ 15
— >1 < = >0 <«—
22—z —-8 " 2 —x—8 2—xz—b"
—lb<z<xy U x>29
Inoltre
24300 -7
fl(z) = H—x20<:>xappartiene al dominio di fy e
(2 —x — 8)2
r3=—15—v232 <z < —-154++vV232=ux4
) = 23+ 45x% — 21z + 127

(2 — 2z — 8)3

Osserviamo che x3 ~ —30.23, x4 ~ 0.23 e dunque 3 < 17 < 14 < . Quindi la funzione
f risulta crescente se r3 < x < x1, oppure se 1 < x < x4; decrescente se x < x3, oppure
se Ty < x < To, Oppure se r > Iy; x3 € un punto di minimo relativo, x4 ¢ un punto di
massimo relativo.

Non studiamo il segno di f” per non appesantire i calcoli e perche la concavita e la conves-
sita della funzione risultano evidenti gia con le informazioni fin qui ottenute. Riportiamo
ora il grafico della funzione f evidenziando in una seconda immagine il comportamento

per x < —15, intervallo in cui la funzione si trova al di sotto dell’asintoto.
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[a.b] = [7.8] 207

w1 1

=200

Ecco ora un ingrandimento della funzione per x < —15.

1.05-
1.04—5
1.|:|3—f
1.02—5
101

0.99

00 80 60 A0 w3 -0

¥

6) Si tratta di risolvere il seguente problema di massimo e di minimo

x>0, y>0 x>0, y>0
rT+y=28 — r=8—-y
min 2% + y3, maxaz? + 3 min(8 — y)* + ¢°, max(8 —y)* +y°.

Studiamo allora i massimi e minimi assoluti della funzione g(y) = (8 — y)? + y3, con il

vincolo che 0 <y < 8.

Jdy)=-28-y)+3>>0 <— z<-- U z>2
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Dunque la funzione g e crescente per 2 < x < 8, decrescente per 0 < x < 2, ne risulta
che il minimo assoluto & raggiunto per y = 2 (in tal caso g(2) = 44), mentre il massimo
assoluto ¢ il max{g(0), g(8)} = 512.

7) L'integrale

dx

/ x+0b d / x+0b

T =
(ax? + b)(2? — a?) (ax? +b)(x —a)(x + a)
rientra nella classe degli integrali delle forme razionali. Si risolve utilizzaando la formula

di Hermite

/ r+b dp = A N B +C$+D
(ax? +b)(z — a)(x + a) T r—a rta a2+

A(z + a)(az® +b) + B(x — a)(ax?® + b) + (Cx + D)(2? — a?)
(x —a)(z + a)(azx? + b)
aAx3 + bAz + a®>Ax? + abA + aBx3 + bBx — a®?Bx? — abB + Ca® — a*Cx + Da? — a®D
(x —a)(z + a)(az? + b)
(aA+ aB + C)x® + (a®?A — a’B + D)2 + (bA + bB — a*C)x + abA — abB — a*D
(x —a)(x + a)(ax? +b) '

Per il principio di identita dei polinomi possiamo scrivere

4
aA+aB+C =0
a?A—a?B+D =0
bA+bB —a?’C =1

abA — abB — a*D = b.

\

Risolvendo il sistema otteniamo

( (

C=—a(A+ B) C =—a(A+ B)

D =a*B - A) D =a*(B - A)
< pu—

bA+bB+a*A+a*B=1 Ab+a®)+Bb+a®) =1
\abA—abB—a‘l(B—A):b Kab(A—B)+a4(A—B):b
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.

C =—-a(A+ B)

D =a*B - A)

(b+a*)(A+B) =1

\ a(A—B)(b+a®)=b

(

C=—-a(A+ B)
D =a*B - A)
A=5-B

\ a(35 —2B)(b+d®) = b

Svolgendo i conti dell’ultima equazione si ottiene

1—2bB —2a*B
b+ a?

a

da cul sostituendo nelle rimanenti si ha

1

Yb+a*)=bea—2abB —2a'B=b< B =

(b—a)

(b—a)
—2a(b+ a3)

a+b

:b—l—a3

a-+b

2a(b+ a3) B 2a(b+ a?)

C=—a

2a0(b+a3)  2a(b+ a?)
—(b—a)

b—a )= —a
 b+ad
a+b —ab

D = a*(

Quindi risulta

r+b
/ (az? + b)(2? — aQ)dx

(b—a)

2a(b+ a%) 2a(b—|—a3)) T b+dd

_/a+b 1_/ 1+/(—ax_&b)1
B 2a(b+a?)x —a 2a(b+a?)x +a b+a® b+a® ax®+0b

_o_atb log]x—a]——(b_a)
2a(b+ a?) 2a(b+ a?)

_o_afb log]x—a|——(b_a)
2a(b+ a?) 2a(b+ a?)

ab 1

B b+a3/a:v2+bd$

_o_afb log|x—a|——(b_a)
2a(b+ a?) 2a(b+ a?)

a / 1 J
- T
20 +a®) ) 14 (G

_ _atd z — a| — _(b—a)

~ 2a(b+ad) 8 2a(b + a?)
ab Vax

— b_|_a3 arctan(w) +C

10g|x+a|—2

10g|w+a\—2

a x+0b
10g|x+a\—b+a3 ax2+bdx

i

a
10g|x—|—a|—b+a3 ax2+bd$

1
m IOg |CLZ'2 + b|

1
m log |a1:2 + b’
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8) Poniamo logz =t da cui dz = e'dt.

Si ha allora

1 1 .
dr = ———e'dl
x(coslog x)? tanlog x et cos? ttant

1
S R
cos“ttant
!/
_ /(tant) g
tant
= log(tant) + C

= log(tanlogx) + C.

10
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Analisi Matematica I - Test di verifica
Compito B
Sia a = numero lettere del nome, b= numero delle lettere del cognome.

1) Utilizzando la definizione di limite provare che
lirr(l]\/x2—|—1+x: 1.
2) Studiare la continuita della funzione

T sin® x 0<z<l1
flx) =40 =0
|z|? cos?(1/z) —1<2<0
dove a=[(4—a)/2] e B=[-1+0/4].
3) Calcolare il seguente limite:

. log(l+x)+ 2"+ 2tanx
lim 5 .
z—0 T+ tan“x

4) Studiare il comportamento della serie:

n?41 o,
Z ma 2x2 +1
n=0
al variare di x € IR.
5) Studiare la funzione:
2 +a
fx) =

e tracciarne il grafico.

6) Un triangolo di base b e altezza h ha gli angoli alla base acuti. Un rettangolo e iscritto
nel triangolo con un lato sulla base del triangolo. Dimostrare che il rettangolo di area
massima ha base b/2 e altezza h/2 e quindi la sua area ¢ la meta di quella del triangolo.

7) Svolgere il seguente integrale

z+b
/ (azx? + b)(x? — a2)dx

8) Svolgere il seguente integrale

1
d
/ 2x(cos? log z)+v/tan log = ’

11
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1) Applicando la definizione di limite bisogna provare che:

Ve > 0, esiste d(¢) > 0 tale che per ogni x € R con 0 < |z| < d(¢g) risulta 1 — ¢ <
V2 yl+ax<1+e.

Senza perdita di generalita, visto che  — 0, possiamo considerare solo x €] —1/2,1/2],
ed £ < 1/2. In tal modo le quantita 1 +& — x,1 — ¢ — x risulteranno entrambe positive.

Grazie a questo fatto il sistema:

Viz+1<l+4+e—=x
Viz2+1>1—e—2x

e equivalente a:

2+ 1<1+a2*+e?+2 — 22— 2z 20(1+¢) <e?+2e x§2€(2ff;)
< “—
o +12 140" 46— 2 — 22+ 22 2(1—¢) > & — 2 r> 5

: e?—2¢ e242¢ :
Osserviamo che ey < 0< Sre)” Basta allora scegliere

o) =mind3 o5 2=

2) Vedere il compito A.

3) Applichiamo il principio di sostituzione degli infinitesimi:

i log(1+z) + 27 +2tanz — m log(1+ )+ 2tanx — lim log(1 + x) lim 2tanx
z—0 x +tan®x z—0 T z—0 x z—0 I
= 1+2=3

4) Si tratta di una serie di segno qualunque. Sia a, = Zi—i;x%“, consideriamo allora
a,| = BEL 220+ Applichiamo il criterio del rapporto alla serie dei valori assoluti.
| | no+2

lim |a”+1| — lim MMMH } n® + 2; _ 2

n—oo |ay,| n—oo (n + 1)3 + 2 n? 4 1 |z[?+1
Dunque,

e se 22 < 1, cioe |z| < 1 allora S °°°  la,| converge e dunque Y °° . a,, converge asso-
) n=0 n=0

lutamente;

e sex > 1, allora ) |a,| = a, diverge a +o0;

12
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e se v < —1, allora > 7 |a,| diverge a 400, siccome a, = —|a,|, allora > >° ja,

diverge a —o0;

e se x = 1 allora Y . la,| = D00, Z;—i; Applicando il criterio del confronto

asintotico alla serie dei valori assoluti e utilizzando la serie >~ % si ottiene che:

— la serie data diverge a +o00 se x = 1, infatti Y~ |an| = > 0o, an,

[e.e]

. . . 7 [e.e]
— la serie data diverge a —oo se & = —1, poiché > = ja, = >~  —|ax|.

5) Vedere il compito A.

6) Disegnamo innanzitutto la figura del problema

e denotiamo con © = AD + EB. Risulta: b: 2z = h : GD dunque GD = x}—; Denotiamo

con f(z) la funzione area del rettangolo, f(z) = (b— z)z%.

f’(:c):h—Qx%EO = h(l—%x)zo — x<

| o

b

Dunque la funzione area f & crescente tra |0, g[, decrescente se ]g, b]. Il punto x = 3 ¢ un

punto di massimo assoluto per la funzione, in tal caso GD = % e I'area massima e data
da 2. 7) Vedere il compito A.
8) Poniamo logz =t da cui dx = e'dt.

Si ha allora

1 1
dr = Lt
/Qx(cosﬂogx)\/tanlogx v /2et\/tantc082t€

1
= —dt
/2\/tant0082t
= +/tant+C

= +/tanlogx + C.

13



FAC. DI INGEGNERIA - CORSO DI LAUREA IN ING. INF. E DELLE TELECOMUNICAZIONI A.A.2002/2003

Analisi Matematica I - Test di verifica
Compito C
Sia a = numero lettere del nome, b= numero delle lettere del cognome.

1) Utilizzando la definizione di limite provare che

limv1—22+2=3.

x—0

2) Studiare la continuita della funzione

2% sin’ x 0<o<l1
fl@)=40 x=0
|z|% cos?(1/z) —1<x <0
dove a =[(4—a)/2] e B=[-1+0b/4].
3) Calcolare il seguente limite:
sin®z + tan? z + 2°

lim

z—0 1 —coszx

4) Studiare il comportamento della serie:

1 n
>t
n=1
al variare di x € IR.
5) Studiare la funzione:
2 +a
J(x) = 2 —x+ (—1)%

e tracciarne il grafico.
6) Trovare l'area del piu grande rettangolo con la base sull’asse = e vertici superiori sulla
parabola y = 27 — 2.

7) Svolgere il seguente integrale

x+0b
/ (ax? + b)(2? — aQ)dx

8) Svolgere il seguente integrale
1
SInT + cosx

1) Applicando la definizione di limite bisogna provare che:

14



FAC. DI INGEGNERIA - CORSO DI LAUREA IN ING. INF. E DELLE TELECOMUNICAZIONI A.A.2002/2003

Ve > 0, esiste d(¢) > 0 tale che per ogni z € [—1,1] con 0 < |z| < §(¢) risulta 1 — e <
Va2 —1<1+e.

Osserviamo innanzitutto che la disequazione 1 +¢ > 1 > /1 — 22 & sempre verificata,
basta dunque studiare la disequazione v/1 — 22 > 1 — e. Senza perdita di generaliti
possiamo supporre € < 1, in tal modo 1—& > 0 e la disequazione da verificare e equivalente

a:
-2 >(1—¢)? = 1> - (2e — &) <0 = |z] < /(22 — £2).
Basta allora scegliere d(¢) = min{1, \/(2¢ — €2)}.

2) Vedere il compito A.

3) Applichiamo il principio di sostituzione degli infinitesimi:

_osin?z +tan?x + 23 o osinfz+tan?z . sin’x 4 tan?zx x?
lim = lim = lim 5 . =
2—0 1 ——cosz z—0 1 —coszx z—0 T 1—cosz
.9 2 2
. sin“x  tan“x x
= lim(—; ) ==2.2=4.
z—0" T 1—cosz

4) Si tratta di una serie di segno qualunque. Sia a, = #x", consideriamo allora |a,| =

#]:1:\" Applichiamo il criterio del rapporto alla serie dei valori assoluti.

- ang| T
lim = lim |
n—oo |y n—oo (n 4 1)2

$‘n+1 X n2

o~

Dunque,
e se |z| < 1allora > 7 |a,| converge e dunque Y~ a, converge assolutamente;
00 00 . X
e se x> 1, allora ) 7 |a,| =)~ a, diverge a +00;
— 3 o0 _ o) 1 : oo
e se v = %1 la serie ) >, [a,| = >, -5 che converge, dunque la serie ) >, a,
converge assolutamente;
S _ oo n_1 n : _ 1 n
e se v < —1,allora ) a, = > >~ ,(=1)"5|z|". Denotiamo con b, = —;|z|". La
serie Y > (—1)"b,, € una serie a segni alterni. Proviamo che b, < b, da un certo
n in poi.

1 1

12

Sl =ty = S <

by = S
(n+1) n?

T n?
Sappiamo che

12
i (P 1)°

n—oo n2

=1

15
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e dunque, per la definizione di limite, scelto € > 0 tale che 1 +¢ < |z|, esiste m € N

tale che

(n+1)?

1—e< 3 <l+4+e< |z
n

per ogni n > m. Allora, per ogni n > m risulta b, < b,,; e dunque la serie data e

indeterminata.

5) Vedere il compito A.

6) Disegnamo innanzitutto la figura del problema

p=272

e denotiamo con x la semibase del rettangolo iscritto. Dobbiamo massimizzare la funzione

area f(x) = 22(27 — 2?) con il vincolo che 0 < z < 3v/3. Risulta:
flix)=54—62*>0 <= -3<x<3

Dunque la funzione area f & crescente tra [0, 3], decrescente se x €]3,3+v/3]. 1l punto = = 3
e un punto di massimo assoluto per la funzione, in tal caso I'area vale 108.

7) Vedere il compito A.

8) Dalle formule

. 2 tan /2 1 —tan?z/2
sing = —————— coSxr = ——————
1+ tan®x/2 1 + tan®x/2
poniamo tanz/2 =t da cui
2
dz dt.

BN

16
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Si ha allora

/

1

sinx + cosx

dx

dt

/ 1 2
2 1—¢2 2
#jt 14t

1+¢2
2
——dt
/ 2t +1 — 2
1

_2/(t—1—\/§)(t—1+\/§)
| 1

_2/(2\/5@—1—&) - 2\/§(t—1+\/§))dt

1 1
—loglt—1+vV2 = ——loglt—1—V2|+C
7 g| | 7 g | |

1 1
— _log|tanz/2 — 1+ V2| — —1log|tanz/2 — 1 — V2| + C.
75 losl tanz/ |~ logtana/ |

dt

17
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Analisi Matematica I - Test di verifica
Compito D
Sia a = numero lettere del nome, b= numero delle lettere del cognome.

1) Utilizzando la definizione di limite provare che
lin%\/:cQ—l—x—l—l—i—Z:c: 1.

2) Studiare la continuita della funzione

x®sin’ x O<x<l

flx) =10 x=0
|z|P cos?(1/z) —1<x<0
dove a =[(4—a)/2] e B =[-14b/4].
3) Calcolare il seguente limite:

. 1l—cosz+ 2%+ tan’x
lim
z—0t 2+ e~1/z

4) Studiare il comportamento della serie:

o
g nz"
n=0

al variare di x € IR.

5) Studiare la funzione:

e tracciarne il grafico.
6) Un triangolo isoscele ha vertice nell’origine e base parallela all’asse x con vertici sulla
parabola 9y = 27 — 2. Trovare l'area del triangolo pitl grande.

7) Svolgere il seguente integrale

z+b
/ (azx? + b)(x? — a2)dx

8) Svolgere il seguente integrale
log x
xl—logx dx

1) Applicando la definizione di limite bisogna provare che:

18
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Ve > 0, esiste d(¢) > 0 tale che per ogni x € R con 0 < |z| < d(g) risulta 1 — e <
Vat+or+1+22<1+e.

Senza perdita di generalitda possiamo supporre che ¢ < 1/4,|z| < 1/4, in tal modo le
quantita 1—2x+e risulteranno positive. La catena di disuguaglianze 1—e < a2 + x + 1+

2x < 1+ ¢ sara allora equivalente a:
(1—e—20)?<a2*+z2+1<(1+e—22)°
Risolviamo allora il sistema

?+r+1>40° +1+e% — 4o — 26 + dex 32 —z(h —4e) —2e+e2 <0
<~

<~
Hr4+1<42?+14¢e%—4dx+ 2 — dex 322 —xz(5b+4e) +e2+2e >0
21 =3(5—4e — 25+ 4 —16e) < o < (5 — 4e + V25 + 4e2 — 16¢) =
v <w3=:(5+4e — V25 +4e2 + 16c) Ux > 4 = ¢(5 + 4e + /25 + 4e2 + 16¢)
Osserviamo che per la scelta fatta su € tutti i radicandi sono positivi, inoltre risulta
x1 < 0,29, 23,24 > 0. Dunque basta scegliere
.1
i(e) = mln{z,xg, x3, |x1|}-
2) Vedere il compito A.
3) Applichiamo il principio di sostituzione degli infinitesimi:
. 1—cosz+2?+tan’x . 1—cosz+ 2 +tan’z . 1l—cosz 2? tan’z
hm 5 = hm = hm _—
z—0t x4+ 6_1/9‘*’ z—0t r? r—0t xr? xr? 2
1 )
= —+14+1=—-.
2 L 2

4) Si tratta di una serie di segno qualunque. Sia a, = nz", consideriamo allora |a,| =

n|xz|™. Applichiamo il criterio del rapporto alla serie dei valori assoluti.

lim 1 = lim (n+1)z|"™ —— = |7
n—oo ’an’ n—oo n’[lﬁ“n

Dunque,
e se |z| < 1allora ) |a,| converge e dunque >~  a, converge assolutamente;
e se x> 1, allora > 7 |a,| = " a, diverge a +o00;

e se x =1 laserie )~ a, = n che diverge a 400;

19
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e sex=—1laserie ) > a, = - ,(—1)"n & una serie a segni alterni. Posto b, = n,

si osserva che la successione (b,,), e crescente e dunque la serie data & indeterminata,

e sex < —1, allora )~ a, = (—1)"n|z|". Denotiamo con b, = n|z|". La serie

Yoo o(=1)"b,, & una serie a segni alterni. Proviamo che b, < b,41 da un certo n in

poi.

by =nlz[" < (n+ 1|z = by = < |z|

n+1—

Questa disequazione ¢ verificata per ogni n € N infatti

<1l<
n+1— |x]

e dunque la serie data e indeterminata.

5) Vedere il compito A.

6) Disegnamo innanzitutto la figura del problema

Wiy

e denotiamo con x la semibase del triangolo isoscele. La funzione area del triangolo e data

da f(z) = §(27z — 2*), con il vincolo che z € [0, 3v/3]. Risulta:

1
f’(x):§(27—3:v2)20 = 9-1'>0 <<= -3<z<3

Dunque la funzione area f ¢ crescente tra [0, 3], decrescente se x €]3,3v/3]. 1l punto = = 3
e un punto di massimo assoluto per la funzione, in tal caso I'area vale 6.
7) Vedere il compito A.

8) Poniamo logz =t da cui dz = e'dt. Si ha allora
log = t .
/ g = / et(eh)—t* dt
= / tet” dt
1
= = / 2t dt
2

1
= §€t2 —|—C

20
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Analisi Matematica I - Test di verifica
Compito E
Sia a = numero lettere del nome, b= numero delle lettere del cognome.

1) Utilizzando la definizione di limite provare che
lirr(l)\/2a:2+x—|—1—x—120.

2) Studiare la continuita della funzione
T sin® z O<z<l1
fl@)=4 0 x=0
|z|? cos?(1/z) —1<x2<0
dove a =[(4—a)/2] e B =[-14b/4].
3) Calcolare il seguente limite:

x4 tanx + z*
im ——.
z—0log(1 4+ x) 4 sin® z

4) Studiare il comportamento della serie:

o0 1 .
—x
; log(n + 1)

al variare di z € IR.

5) Studiare la funzione:

e tracciarne il grafico.
6) Se un rettangolo ha area pari a 32 cm?, quali devono essere le sue dimensioni se la
distanza di un vertice dal punto medio del lato non adiacente deve essere minima?

7) Svolgere il seguente integrale

x+0b
/ (ax? + b)(x? — a2)dx

8) Svolgere il seguente integrale

/ log(2 + %)™ e

e$

1) Applicando la definizione di limite bisogna provare che:
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Ve > 0, esiste 6(g) > 0 tale che per ogni z € R con 0 < |z| < §(¢) risulta 2 + 1 — ¢ <

V222t +1<1+x+e.
Senza perdita di generalita supponiamo che € < 1/4, |z| < 1/2, in tal modo z+1+¢ > 0.

Con queste restrizioni il sistema
r+1—-—ec<V22+ar+1<1+2+¢

e equivalente a:

l+a2+e?+2r—2—2ex <224+ x+1 2 —x(l—2)4+2—e2>0
<~ <~
20+ +1 <1+ 2?4+ &2 + 22 + 2¢ + 2¢ex 2?2 —x(1+2e) — (e +2¢) <0

sempre vera perché A =82 —12e +1<0 see < 1/4

=142 VB2 126 + ) <o <i(14+2+VB2 126+ 1) =y

Si prova facilmente che z; < 0 < x5 e dunque basta scegliere
1
i) = m1n{§, |21, 22}

2) Vedere il compito A.

3) Applichiamo il principio di sostituzione degli infinitesimi:

. x + tanz + z? . T+ tanzx . xr+tanx T
lim — = lim —— = lim . —
z—0log(1 + x) + sin“ x e—0log(l4+2z) =2-0 =z log(1 + x)

= 2-1=2.

4) Si tratta di una serie di segno qualunque. Sia a, = mx”, consideriamo allora
la,| = W!x\” Applichiamo il criterio del rapporto alla serie dei valori assoluti.
. |an+l‘ . 1 1 1
lim = lim ——|z["™" - log(n +1)—— = |z
oo [ay| n—oo log(n + 2) [
Dunque,

e se |z| < 1allora )", |a,| converge e dunque > | a, converge assolutamente;

e sex > 1, allorad > |a,| =7 a, diverge a +00;

n=1

e se v = 1laserie Y~ a, = Zfﬁ@. Denotiamo con b, = @. Risulta

b, >0, lim, .. b, =0, (b,), decrescente. Applichiamo allora il criterio di Cauchy

e studiamo la serie

22 ka_Zleog Z kklog

k=1
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Risulta:

1
lim 2" ——— = +o0.
ook log(2) oo

Il termine generale dunque non converge a zero e siccome la serie e a termini non

negativi la serie diverge a +o00;

e sex = —1laseric Y > a,= ZZOZQ(—l)”“lOgl(n) & una serie a segni alterni. Posto
b, = ——. si osserva che la successione (b,), ¢ decrescente, infinitesima e dunque
n log(n)’ n ’

la serie data ¢ convergente per il criterio di Leibnitz;

e sex < —1,allora) > a, = Zfzg(—l)"“@uﬁ Denotiamo con b,, = @mn

La serie Y >°  (—1)"*1b,, & una serie a segni alterni. Proviamo che b,, < b,,.; da un
n=1 +

certo n in poi.

1 log(n+1)

— n n+1 =b < )
" log(n)‘:c| ~ log(n + 1)|$’ i A log(n) — 2
Sappiamo che
lim 082t D
n—oo  log(n)

e dunque, per la definizione di limite, scelto € > 0 tale che 1+¢ < |z|, esiste m € N

tale che

< log(n + 1)

<1 <
— log(n) — +e<lal

per ogni n > m. Allora, per ogni n > m, risulta b, < b,,; e dunque la serie data e

indeterminata.

5) Vedere il compito A.

6) Disegnamo innanzitutto la figura del problema

w2
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e denotiamo con x la base del rettangolo e con y la sua altezza. Dobbiamo minimizzare

la funzione f(z) = y/y? + 122, con il vincolo che zy = 32 e che > 0,y > 0. Risulta

Yy = 32 ; invece di minimizzare la distanza minimizziamo il suo quadrato

1 1
Ax) = g(x)= 1024; +

4
1 1 4 4096
Jg(x) = —2048—3+§x20 — ;1:—20 = 22-64>0 <—
xXr

r<—-8 U x2>8

Dunque la funzione area f & crescente per x > 8, decrescente se z €]0,8[. Il punto
x = 8,y = 4 ¢ un punto di massimo assoluto per la funzione, in tal caso la distanza vale
44/3.

7) Vedere il compito A. 8) Poniamo e” = ¢ da cui dz = 1dt. Si ha allora

/1og(2 + e%)e” P

e.’E

= /(t)’log(? +t)dt

t
2

= tlog(2 +1) —/(1 - g

= tlog(2+1t) —t+2log(2+1t)+C

= e"log(2+4¢€®) —e” +2log(2+¢") + C.
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Analisi Matematica I - Test di verifica
Compito F
Sia a = numero lettere del nome, b= numero delle lettere del cognome.

1) Utilizzando la definizione di limite provare che

241
hmx——l— = 1.
x—0 €

2) Studiare la continuita della funzione

r%*sin” x O<z<l1
fl@)=4 0 x=0
|z|? cos?(1/z) —1<x2<0
dove a=[(4—a)/2] e f=][-1+b/4].
3) Calcolare il seguente limite:

: e’ — 1+ a?
lim — .
2—0 sin x + log(1 + 22)

4) Studiare il comportamento della serie:
|
Z sin(—) z"
n=0 n

al variare di z € IR.

5) Studiare la funzione:

e tracciarne il grafico.
6) Esprimere 18 come somma di due numeri positivi tali che il prodotto di uno con il
quadrato dell’altro sia massimo.

7) Svolgere il seguente integrale

x+0b
/ (ax? + b)(x? — a2)dx

8) Svolgere il seguente integrale

/x log(1 + z)dz.
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1) Il limite da verificare ¢ falso, basta osservare che per x > 0 e preso M > 1 risulta

Vaz+1 1 1
—2>-2>M V< —
x x M
e dunque non puo essere vero che per gli x positivi e vicini a zero risulti —“”;H < g, con
€ arbitrariamente piccolo.
2) Vedere il compito A.
3) Applichiamo il principio di sostituzione degli infinitesimi:
) e — 1+ 22 et —=1 . =1 =z
im — = lim — = lim - — =1.
x—0 sin x 4 log(1 + x2) @0 sinz  «—0 x  sinz

n

4) Si tratta di una serie di segno qualunque. Sia a, = sin(%)x , consideriamo allora

|a,| = sin(2)]z|". Applichiamo il criterio del rapporto alla serie dei valori assoluti.

n . ) 1 1
Jim |C|La:|1| = lim 311“1(7,L—+1)|96‘|“Jrl : [Sln(ﬁ)]_lw = |z|

Dunque,
e se |z| < 1allora ) 7, |a,| converge e dunque >~ a, converge assolutamente;
e sex > 1, allora d ° |a,| =", a, diverge a +o0;

e sc z = 1 la serie data diverge a +oo infatti Y~ a, = >~ sin(), (si pud provare

26

utilizzando il criterio del confronto asintotico ed il limite notevole lim,, . sin(%)/(1/n) =

n

1);
e se x+ = —1 la serie data converge semplicemente per il criterio di Leibnitz poiché

Sty =Yoo (=1)"sin(+) e la successione non negativa (sin()), ¢ infinitesima

e decrescente a zero;
o sex < —1,alloray " [a,| =Y 0" (—1)"|z["sin(L). Proviamo che b, = |z|" sin()

¢ crescente da un certo m € N in poi.

1 1 1
b, = sin(ﬁ)]x\" < sin(n—H)\x]"H = bpt1 = sin(g)[sin(

Sappiamo che

1 1
i sin( ) si
lim sm(n)[sm(n 1
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e dunque, per la definizione di limite, scelto € > 0 tale che 1 +¢ < |z|, esiste m € N

tale che

1 1
1 — e < sin(=)[si 1< <
e < sm(n)[sm(n n 1)] <1l+e< |z

e dunque la serie data e indeterminata.

5) Vedere il compito A.

6) Si tratta di risolvere il seguente problema di massimo

x>0, y>0 r>0,y>0
r+y=18 = r=18—y
max zy? max (18 — y)y?>.

Cerchiamo allora il massimo assoluto della funzione g(y) = (18 — y)y?, con il vincolo che

0<y<I18.
Jdy)=36y—3°>0 <= 0<z<I2

Dunque la funzione g e crescente per 0 < y < 12, decrescente per 12 < x < 18, ne risulta
che il massimo assoluto ¢ raggiunto per y = 12, in tal caso g(12) = 864.

7) Vedere compito A.

8) Integrando per parti si ottiene

2

/xlog(l ta)dr = /(%)llog(l + 2)d

x? 2 1

— Tog(l+a)— [~y
5 gl + ) 2r 1
x? 1 x?

— L oe(1 _
5 og(l+ z) 2/x+1 x

x? 1 1
— Tlog(l4a)—= [(z—1
5 og(l+ z) 2/(:16 +x+1)d:c

2 2

1
- %log(1+x)—5(%—m+10g(1+x>)
2 |
= Elog(lnh%‘)—Z+§—§log(1+x)+0
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Analisi Matematica I - Test di verifica
Compito G
Sia a = numero lettere del nome, b= numero delle lettere del cognome.

1) Utilizzando la definizione di limite provare che

limzv'1 — 22 = 0.

z—0
2) Studiare la continuita della funzione
2% sin’ x 0<z<l1
flz) =40 =0
|z|P cos?(1/z) —1<x <0
dove a =[(4—a)/2] e B=[-1+0b/4].
3) Calcolare il seguente limite:

. log(1 + ) +sin’z
lim .
z—0 et — 1+ x4

4) Studiare il comportamento della serie:

o0

1 n
Z nlog(n)x

n=2
al variare di z € IR.

5) Studiare la funzione:

e tracciarne il grafico.
6) Dimostrare che il rettangolo di perimetro minimo di area fissata ¢ il quadrato.

7) Svolgere il seguente integrale

r+b
/ (ax? + b)(2? — a2)dx

in 2
/sm xdw.
ex

1) Applicando la definizione di limite bisogna provare che:

8) Svolgere il seguente integrale

Ve > 0, esiste d(¢) > 0 tale che per ogni x € [—1,1] con 0 < |z| < §(¢) risulta —¢ <
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V1 — 22 < +e.

Osserviamo che risulta:
—lz| <zv1—22 < |z

e dunque basta prendere () = e.
2) Vedere il compito A.

3) Applichiamo il principio di sostituzione degli infinitesimi:

_ log(1+ ) +sin®x . log(1+2x) .. log(l+x) x
lim = lim —————~F =lim . =
z—0 e — 14zt z—0 e? —1 z—0 T et —1

1.

1

4) Si tratta di una serie di segno qualunque. Sia a, = 2™, consideriamo allora

nlog(n)
la,| = mmn Applichiamo il criterio del rapporto alla serie dei valori assoluti.
lim 1] = lim ! |z|"*! - nlog(n)—— = |z
n—oo [ay| n—oo (n+1)log(n +1) [
Dunque,

e se |z| < 1allora ) >, |a,| converge e dunque >~ a, converge assolutamente;
e sex > 1, allora d ., |a,| = 7, a, diverge a +o0;

esex =1allora) o2, la,] =307, —L—. Visto che (

n=1 nlog(n) € ulla successione

TTost))
nlog(n) /™
non negativa, infinitesima e decrescente a zero applichiamo il criterio di Cauchy e

. . o0 k . o0 k. 1 _ o0 1 . .
studiamo la serie > ;- 2%a = > 77, 2 FTog®] = Y et Tiogryy - Lale serie risulta

divergente e dunque diverge anche la serie data;

e se x = —1 la serie data converge semplicemente per il criterio di Leibnitz poiché

Yo =0 (—1)”;) e la successione non negativa ( )n € infinitesima

1
n=2 nlog(n nlog(n)

e decrescente a zero;

e sex < —1 allora) o a, = (—1)";)|x|” Proviamo che b,, =

n=2 nlog(n |x|n

I
nlog(n)
e crescente da un certo m € N in poi.

1 1

n (n+1)log(n+1)
2" = (n+1)log(n+1)

bn
nlog(n)

‘n-‘,—l _ b

T log(n) = (a

Sappiamo che

lim (n+1)log(n+1)

=1
n—o0 nlog(n)

< |z|
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e dunque, per la definizione di limite, scelto € > 0 tale che 1 +¢ < |z|, esiste m € N

tale che

(n+1)log(n + 1)
1-es nlog(n)

<l+4e<|zf

e dunque la serie data e indeterminata.

5) Vedere il compito A.
6) Denotata con x la base del rettangolo e y la sua altezza, si tratta di risolvere il seguente

problema di mimimo

x>0, y>0 x>0, y>0
zy=a>0 <~ ng
min 2(x + y) min 2[2 + y].

Cerchiamo allora il minimo assoluto della funzione g(y) = 2[? + y], con il vincolo che
y > 0.

2
g’(y)=—y—§+2zo — y<—va, U y>va

Dunque la funzione g & crescente per y > +/a, decrescente per 0 < y < y/a, ne risulta che
il minimo assoluto & raggiunto per y = \/a, in tal caso il rettangolo & un quadrato.
7) Vedere compito A.

8) Integrando due volte per parti si ottiene

in 2
/sm Idx = /exsin2xd:1c
e$
= /(—e‘ﬂ'sin?xdw

= —e Tsin2x +2 / e T cos2xdx

= —e “sin2z+2 /(—ex)’ cos 2xdx
= —e “sin2zx+2(—e “cos2z — 2 / e * sin 2zdx)

= —e Tsin2x —2¢ Fcos2x —4 / e Tsin2zdzx.

Portando a primo membro 1'ultimo integrale si ha

in2
5/ i xdx = —¢e "sin2x — 2e " cos 2z
eCC

e infine

in 2 1
/ T e = ge_z(—sin 2x — 2cos2x).
€$
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Analisi Matematica I - Test di verifica
Compito H
Sia a = numero lettere del nome, b= numero delle lettere del cognome.
1) Utilizzando la definizione di limite provare che

lim (z + 1)v/z = 0.

z—07+
2) Studiare la continuita della funzione

x®sin’ x O<ax<l

flx)=4 0 r=10
|z|P cos?(1/z) —1<x<0
dove a =[(4—a)/2] e B =[-14b/4].

3) Calcolare il seguente limite:

y tanz + sinx + log(1 + x) + 2*
im :
z—0 r+et—1

4) Studiare il comportamento della serie:

=1
17’L
Zn+1(x+ )

n=0

al variare di z € IR.

5) Studiare la funzione:

e tracciarne il grafico.
6) Dimostrare che tra tutti i triangoli isosceli di perimetro assegnato quello equilatero ha
area massima.

7) Svolgere il seguente integrale

z+b
/ (ax? 4+ b)(2? — a?) du

8) Svolgere il seguente integrale

/(:c + 1) arctan zdzx.

1) Applicando la definizione di limite bisogna provare che:
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Ve > 0, esiste d(¢) > 0 tale che per ogni x > 0 con z < d(¢) risulta —¢ < (z+1)y/z < +e.

Osserviamo che, se supponiamo x < 1, risulta:
—e <0< (x+1)Vr <2z < +¢

e dunque basta prendere §(g) = (¢/2)>.
2) Vedere il compito A.

3) Applichiamo il principio di sostituzione degli infinitesimi:

tanx + sinz + log(1 + z)

tanz + sinz + log(1 + z) + z* _
m = lim =

li

z—0 rT+er—1 z—0 r+er—1
. tanx +sinz + log(1 + x) x
= lim . =
xz—0 x r+er—1
1 1 3
= 3- — =3-=- = —.
lim,_,, &+e=L 2 2

T

4) Si tratta di una serie di segno qualunque. Sia a,, = n+r1(x + 1)", consideriamo allora

|an| = 5|z +1]". Applichiamo il criterio del rapporto alla serie dei valori assoluti.

n 1
lim \a H‘ = lim

m ’a ’ nqoon+2|$+1|n+l.(n+1)

1
FEST

Dunque,

e sclz+1] <1,cioe —2 <z < 0allora ) |a,| converge e dunque > a, converge

assolutamente;
oo o0 .
e se x>0, allora ) " |a,| = > ", a, diverge a +00;

e sex =0allora y 2 a, = = che diverge;

e scx=—2allora ) o> a, => o (—1)"tL che ¢ la serie armonica a segni alterni

(convergente semplicemente per il criterio di Leibnitz),

e sex < =2, allora } > (a, = Y ((—1)"—=5|z+1|". Proviamo che b, = 5|z +1["

e crescente da un certo m € N in poi.

|x + 1|n+1 — bn+1

| n

1
b, = lr 4+ 1

n+1 T n+42

Sappiamo che
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e dunque, per la definizione di limite, scelto € > 0 tale che 1 +¢ < |z|, esiste m € N

tale che

2
1—e< ™ 2 i<
n+1

e dunque la serie data e indeterminata.

5) Vedere il compito A.
6) Denotata con 2y la base del triangolo isoscele e x la lunghezza del lato obliquo, si

tratta di risolvere il seguente problema di massimo

x>0, y>0 x>0, y>0
204+ 2y =2p >0 — rT=p—-Y
max y+/x? — y? max y+/p? — 2py.

Cerchiamo allora il minimo assoluto della funzione ¢g(y) = y+/p? — 2py, con il vincolo che
y > 0.

2
Py P — 3py
9 =Vp =2y — —= = —= >0 <= y<
VPR —2py /P> —2py

Dunque la funzione g ¢ crescente per 0 < y < £, decrescente per y > £, ne risulta che il

w3

massimo assoluto ¢ raggiunto per y = £, in tal caso il triangolo ¢ equilatero.
7) Vedere compito A.

8) Integrando per parti si ottiene

1 2
/(ZL‘ + 1) arctan zdx = /(M)’arctanx

2

= M arctan r — E/de
2 2 241

= w arctan r — %/%dw

2
= @ arctan r — %/(1 + xfi l)dm
— w arctan z — %(:C +log(z* + 1)) + C
— w arctan z — 1:6 — l10g(3132 +1)+C.

2 2
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