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I Esonero 24 marzo 2023

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Determinare, se esistono, massimi e minimi assoluti della funzione
Xt +yt X3+ 3
+
4 3
nel quadrato di vertici (—1,—1), (0,—1), (0, 0),(—1,0). Cosa si puo dire dei

massimi e minimi relativi di f nel suo campo di esistenza R??

fx,y)=

Determinare, se esistono, massimi e minimi assoluti della funzione
30X 3
o =x3G+ )+ Y35+ o)

4 3
nel quadrato di vertici (—1,—1), (0,—1), (0, 0),(—1,0). Cosa si puo dire dei
massimi e minimi relativi di f nel suo campo di esistenza R??

Determinare, se esistono, massimi e minimi assoluti della funzione
2 X y 2
3 3
X, y)=x(—+—-)+ —+ =
fx.y) (3 2) y(2 3)
nel quadrato di vertici (—1,—1), (0,—1), (0, 0),(—1,0). Cosa si puo dire dei

massimi e minimi relativi di f nel suo campo di esistenza R??

2) Determinare, se esistono, massimi e minimi assoluti della
xt—y* x3—y3
X,y)= +
fxy) 7 3
nel quadrato di vertici (—1,—1), (0,—1), (0, 0),(—1,0). Cosa si puo dire dei

massimi e minimi relativi di f nel suo campo di esistenza R??

Svolgimento

1) Sia Q il quadrato di vertici (—1,—1),(0,—1), (0, 0), (—1,0). Siccome Q € un

compatto ed f e continua, il teorema di Weierstrass ci assicura |’esistenza di
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punti di massimo e di minimo assoluti. Iniziamo a cercarli in Q°. Siccome f €
C2(Q°) i punti di massimo e di minimo vanno cercati fra quelli che annullano

il gradiente. Le derivate parziali di f sono date da
VF, ) =03 +x%, y3+y?)=(0,0), (x.y)eQ’}=0.

| punti di massimo e di minimo si troveranno allora sulla frontiera di Q.

4 3
e Primo tratto x =0,—1 <y < 0: risulta f(0, y) = y? + y? := go(y). Risulta

96()’) = y?(y + 1), quindi go & non descescente, pertanto y = —1 punto

di minimo e y = 0 punto di massimo per go.
4 3

1
e tratto x = —1,—1 <y < 0: risulta f(—1,y) = BT + y? + y? = g-_1(y).
Risulta g’_l(y) = y2(y + 1), quindi g_1 & non descescente, pertanto y =

—1 punto di minimo e y = 0 punto di massimo per g_j.
4 53
e tratto y = 0,—1 < x < 0; risulta f(x,0) = T + 3 := ho(x). Risulta

hg(x) = x2(x + 1), quindi hg & non descescente, pertanto x = —1 punto

di minimo e x = 0 punto di massimo per hg.

x4 X3
e tratto y = —1,—1 < x < 0; risulta f(x,—1) = BT + T + 3 = h_1(x).
Risulta h’_l(x) = x2(x + 1), quindi h_1 & non descescente, pertanto x =

—1 punto di minimo e x = 0 punto di massimo per h_;.

In base alle risultanze allora, per il teorema di Weierstrass,

. B 1 B B
erSQQf(X'Y) =f(-1,-1)= 5 )r(pyggof(x, y)=f(0,0)=0.

( (
Studiamo ora i punti di massimo e di minimo relativo in R2. | punti che an-
nullano il gradiente sono (0, 0), (—1,0), (0,—1),(—1,—1). Possiamo imme-
diatamente dire, visto i risultati precedenti, che (-1, 0),(0,—1) sono punti
sella perché la funzione f presenta comportamenti diversi su due restrizioni
che passano per quei punti e sono parallele agli assi coordinati. Restano da

esaminare (0,0) e (—1, 1). Risulta

3x2 4+ 2x 0

H(x, y) =
0 3y2+ 2y
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e dunque detH(-1,—-1) = 1,f>’<;((—1,—1) = 1. Il punto (—1,—1) e dunque
punto di minimo relativo, in (0, 0) il determinante della matrice Hessiana si
annulla e serve un supplemento di indagine. Abbiamo gia due restrizioni

che passano per |'origine per le quali I'origine € un punto di massimo. Se
4

X
consideriamo la restrizione (x, —x) allora f(x, —x) = 5 che ha un minimo in

x = 0, pertanto (0, 0) € un punto sella.

2) Sia Q il quadrato di vertici (—1,—1),(0,—1),(0,0),(—1,0). Siccome Q e un
compatto ed f & continua, il teorema di Weierstrass ci assicura |’esistenza di
punti di massimo e di minimo assoluti. Iniziamo a cercarli in Q°. Siccome f €
C2(Q°) i punti di massimo e di minimo vanno cercati fra quelli che annullano

il gradiente. Le derivate parziali di f sono date da
{(Vfx, )= +x2, —y3—y?)=(0,0), (x,y)€Q°}=@.

| punti di massimo e di minimo si troveranno allora sulla frontiera di Q.

4 3

e Primo tratto x = 0,—1 < y < 0: risulta f(0,y) = _yZ_ y? = go(y).

Risulta gg(y) = —y?(y + 1), quindi go & non crescente, pertanto y = —1

punto di massimo e y = 0 punto di minimo per gop.

. I A %
e tratto x = —1,—1 <y < 0: risulta f(—1,y) = 3 a3 = g-_1(y).

Risulta g’_l(y) = —y?(y+1), quindi g_1 & non crescente, pertanto y = —1

punto di massimo e y = 0 punto di minimo per g_;.
x4 X3
e tratto y = 0,—1 < x < 0; risulta f(x,0) = Y + 3 := ho(x). Risulta

hg(x) = x2(x + 1), quindi hg & non descescente, pertanto x = —1 punto
di minimo e x = 0 punto di massimo per hg.
x4 X3

e tratto y = —1,—1 < x < 0O; risulta f(x,—1) = IE] + T + 3 = h_1(x).

Risulta h’_l(x) = x2(x + 1), quindi h_1 & non descescente, pertanto x =

—1 punto di minimo e x = 0 punto di massimo per h_j.

In base alle risultanze allora, per il teorema di Weierstrass,

1 1
min f(x,y)=f(-1,0)=——, max f(x,y)=f(0,—-1)= —.
(X,y)eof( y)=f( ) 12 M Qf( y)=f( ) 12
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Studiamo ora i punti di massimo e di minimo relativo in R2. | punti che an-
nullano il gradiente sono (0, 0), (-1, 0),(0,—1),(—1,—1). Possiamo imme-
diatamente dire, visto i risultati precedenti, che (0,0), (—1,—1) sono punti
sella perché la funzione f presenta comportamenti diversi su due restrizioni
che passano per quei punti e sono parallele agli assi coordinati. Restano da

esaminare (0,—1) e (—1, 0). Risulta

3x2 + 2x 0

H(x,y)=
0 —3y2 -2y

e dunque detH(0,—1) = detH(—1, 0) = 0. Nei punti (0,—1) e (—1, 0), il deter-
minante della matrice Hessiana si annulla e serve un supplemento di indagi-
ne. Per quanto riguarda (0,—1), considerando la restrizione (x, —1), risulta
f(x,—1) crescente per x > —1 e pertanto (0,—1) e un punto di crescenza
locale. D’altra parte, sulla restrizione (0, y), la funzione f(0, y) presenta un
massimo in y =—1. Concludiamo quindi che (0,—1) e di sella.

Passando a esaminare (—1, 0), risulta f(—1, y) descrescente pery > —1 e
pertanto (—1, 0) € un punto di decrescenza locale. D'altra parte, sulla restri-
zione (x, 0), la funzione f(x, 0) presenta un minimo in x =—1. Concludiamo

qguindi che (—1, 0) e di sella
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Il Esonero 28 aprile 2023

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Sia
1 1
D:={(x,y)eR?: — <y < —, 2x? <y < 3x?}.
2X X
X2
Calcolare I :J —eYdxdy. (11 punti)
DYy
2) Calcolare
f y2ds, r(t)=(t,e"), 0<t<log2. (8 punti)
c

3) Determinare massimi e minimi assoluti della funzione f(x, y) = x? + y? nell’in-

sieme

A={(x,y)eR?:x*>+y? <3—xy}. (11 punti)

Svolgimento

1) Dalle condizioni imposte su D risulta che esso si trova ?el primo quadrante

1 1

con x > 0. Dalla disuguaglianza x <y < — otteniamo — < xy < 1. Dall’altra
X X

e . y .
2< — < 3. Utilizziamo allora la sostituzione xy = u, =V Risulta
X X
X = (2)1/3
v

(u,v)el[l/2,1]1x[2,3].
y = (u2v)1/3

La trasformazione & sicuramente biiettiva e di classe C1([1/2,1] x [2, 3])

(quindi le derivate parziali sono uniformemente continue per il teorema di
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Heine), inoltre

1 u
u T u
3(_)2/3v 3(_)2/3V2 5
Y Vv 1 u 1
j(U,V) = =§‘ U =§>O
~\2/3 2+,12/3
Suv 2 (v) v (uv)

3(u2v)2/3 3(u2V)2/3
V(u,v)e[l/2,1]1x[2, 3].

Tutte le ipotesi del teorema di integrazione per sostituzione sono soddisfatte.

Dunque

x2 1t 31 1 3 1
I = f —exydxdy=—f e“duJ —2dv=—-(e—1/5)-[—v_ ]2=—-(e—1/5).
DYy 1/2 2 V 3 18
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2) La funzione f(x,y) = y? & continua in tutto R?. Quindi ¢ ¢ R?. La curva &
inoltre regolare perché e semplice e la sua rappresentazione r & di classe
CL; inoltre x’(t) = 1 # 0 per ogni t € [0,log2]. Risulta ds = V1+e2dt e
dunque

log2 1
fyzds = J eZt\/1+e2tdt:[5(1+e2f)3/2]|092 =
¢ 0

0 3

53/2 _ 23/2

3) La funzione f € C?(R?) inoltre Vf(x,y) = (0,0) solo nell’origine. Siccome
(0,0) € A e f(x,y) =0 sempre, allora I'origine sara di minimo assoluto per f

su A. Proviamo che I'insieme A & un compatto. Innanzitutto
2 2 2 2 Y2.,32
X+y <3—Xy &< X°+y‘+xy<3 (x+§) +Zy <3
2 Y32
= y'<4 (W<2) & (x+2)°<3 = (yI<2) & Ix| < V3+1.

Quindi I'insieme A & limitato perché racchiuso in un rettangolo. Inoltre, posto
g(x,y) = x2 + y?2 + xy risulta A = g~1([0, 3]) e dunque A & chiuso per il
criterio di continuita globale. Il teorema di Weierstrass assicura I'esistenza
dei punti di massimo e di minimo assoluto in A. Il minimo assoluto e stato
gia trovato, cerchiamo il massimo assoluto sulla frontiera di A. Poniamo
e, Y)=x2+y?+xy—3=0.

Cerchiamo i candidati con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange e poniamo
F(x,y, a) =x%2+y?+ a(x? + y? + xy — 3).

Innanzitutto Il sistema Vo(x, y) = (2x+y,2y+x)=(0,0) & ¢(x,y)=0non
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ha soluzioni. | candidati quindi saranno soluzioni del sistema

2x+a(2x+y)=0
! 2y+aRy+x)=0 < a#0 & x#0,y#0
X2 +y?+xy=3

[ 2xy + a(2x + y)y =0
<2)’>}:+a(2y+>}:)1—0 = a(2x +y)y = a(2y + x)x
X2+y2+xy=3

| X2+ y2+xy=3
y2=x? y==%x
= =
X2 +y?+xy=3 X% +y?+xy=3

(1,1) (=1,-1) (v3,—v3) (=V3,V3).

Risulta f(1,1) = f(=1,—1) = 2, f((¥3,—+3) = f(—+3, ¥3) = 6 quindi i punti
di massimo assoluto sono (¥3,—v3) (—+3, V3).
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Esonero 29 maggio 2023

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Sia S la superficie ottenuta dalla rotazione di un angolo piatto attorno all’asse
z della curvaz=2—x, x € [2,4] e orientata in modo che la normale abbia
terza componente positiva. Sia F : R3 — R3 il campo vettoriale definito da
F(x,y,z)= (xzy, xy?, z). Il flusso di F attraverso S & pari a

e 0

20
o ——T
3

olAwl3

2

=]

12
2) Data la superficie cartesiana S definita dalla funzione f(x, y) = x2y — 4x — y?

trovare il versore v normale ad essa nel punto (1, 1, f(1, 1)).

_(2 1 0
=759
.V_(iii)
Y GRGRG
VTN
YR
(2 1,
GGG

3) Data la forma differenziale

W= + 5y2)dx + (L + 10xy)dy.

X
e 2ty

Calcolare J w dove y:[0,1] — R?
y

y(t) = (cos(nt) +t2, 1+ tz)
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« —3—42
e —3+42
e« —2—45
e« -2+ 45

10

Svolgimento

1) Parametrizziamo la superficie S (la meta di un tronco di cono) :

X=ucost
y=usint (ut)e[2,4]1x[0,n].
z=2—U

Calcoliamo la sua normale
i I k
cost sint —1 |=i(ucost)+j(usint)+ ku.

—usint ucost O

Fls = (u®cos?tsint, u3costsin®t, 2—u)

Flse(L,M,N) = (u3cos?tsint, ucostsin’t,2—u)e(—ucost,usint,u) =

= ucostsint+2u— u?

b4 4
fF-(L,M,N)dudt = f dtf (u®costsint + 2u— u?)du
S 0 2

moud u3 -4
= J dt[—sintcost+u2——] =
0 5 3 -2

i 3
[u?]z.fnsintcostdt+ n-[uz_“_]“ 20
0

3 -2 3

2) Risulta

n=(-r, £, 1)=(4—2xy,2y—x%1)

se(x,y) = (1,1) = n=(2,1,1), |n|=V6
2 1 1

S

=——TL.
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3)

+ 5y2)dx + ( + 10xy)dy.

. v
Le componenti sono di classe C1(R2 \ {(0, 0)}). Inoltre
F) X X
—(—+5y2) = ——-y/x2+y2.2y+10y
oY ~/x2 + y? 2

d
L+ 10xy) = —)2—/-\/x2+y2-2x+ 10y

Py
e dunque la w e chiusa. Siccome non e definita in un semplicemente con-
nesso, per provare la sua esattezza utilizziamo la CNES che utilizza le curve
generalmente regolari chiuse con sostegno nel campo di esistenza. Grazie
alle formule di Green e alla condizione sufficiente sulle componenti semplice-
mente connesse basta calcolare un integrale curvilineo su una singola curva

chiusa che circonda I'origine (buco). Sia C definita da (cost, sint), 0 <t < 2m.
27 ;
cost sint
J w = f [(— + 55sin? t)(—sin t) + (— + 10sintcos t)(cos t)]dt =
c 0 1 1

21
= J [—sin tcost—5sin3t+sintcost+ 10sintcos? t]dt= 0.
0

Dunque w € esatta e una primitiva puo essere determinata ad esempio a

partire da (1, 0) nel semipiano delle x positive.

Xt y t
U, y) = f —dt+J _ +1ioxt)dt=
1 Vit? 0 (\/x2+t2 )
= (X—=1)+/x2+y?2—x+5xy? = /x2+y2 + 5xy’ — 1.

Osserviamo che il gradiente di U coindice con le componenti di w su tutto
R\ {(0, 0)}.

Siccome la curva y congiunge i punti (1, 1) e (0, 2) allora

fw=U(0,2)—U(1,1)=1—\/5—4:—3—\/5.
¥
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Esonero 27 Ottobre 2023 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Sia p il numero delle lettere del proprio nome. Calcolare, se esiste, il sequente

o0
2
J xPe ™ dx
0

integrale

(punteggio 9)

2) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni
3

X
fn(x) = ———— nella semiretta [1, +oo[.
1+ n2x?

(punteggio 9)

3) Sviluppare, in serie di soli coseni, la funzione f definita da

1

2—4x 0<x<—

fx) = 1 2
0 §<xsl.

La serie di Fourier ottenuta converge uniformemente? A chi? Calcolare la

somma della serie
1

i
=2k + 1)2
(punteggio 12)

Svolgimento
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1) Supponiamo che p = 2k con k > 2. La funzione f(x) = x2ke=** & una funzione
continua, dunque integrabile in ogni intervallo del tipo [0,a] con a > 0.
Inoltre

Jim x*e™ =0
ed e un infinitesimo di ordine superiore rispetto a qualunque potenza intera
n € N dell’infinitesimo principale 1; in particolare e un infinitesimo di ordine
superiore a 2 e quindi la funzioné risulta integrabile in [0,oi>[. Calcoliamo

. 2 . .
ora I'integrale [ x2Ke="dx con la sostituzione x2 =y, xdx = Edy

oo 2 a 2 1 a2 2k—1 1 *© 2k+1
J x%ke™"dx = Iimf x%ke ™" dx = = IimJ y 7 e_ydy=—f y 2 leVdy=
0 aQ—o0o 2 a—® 0 2 0
1 +1 — 1)
2 2 2P/2

Supponiamo che p = 2k + 1 con k > 2. La funzione f(x) = x2k+1e=** & una
funzione continua, dunque integrabile in ogni intervallo del tipo [0, a] con
a > 0. Inoltre

. 2
lim x2k+le=x" =

X—00
ed e un infinitesimo di ordine superiore rispetto a qualunque potenza intera
1
n € N dell’infinitesimo principale —; in particolare € un infinitesimo di ordine
X
superiore a 2 e quindi la funzione risulta integrabile in [0, co[. Calcoliamo

) 2 . .
ora I'integrale [x2k*1e=“dx con la sostituzione x2 =y, xdx = Edy

- 2 ; 1 1
J X2k+1e—x dx = lim f X2k+1e—X dx = EJI_(QOJ yke_)/dy= EJ y(k+1)—1e—)/dy=
0

a= Jo 0 0

1 1
= Zr(k+1)= k!
2 2

nyx

2) liMpoofn(X) = ———
1+ n2x?

puntuale alla funzione identicamente nulla. Inoltre
n¥x n¥x X3

lim sup [fn(xX)—f(x)] = limsup———= < lim sup = lim sup
n—o ,~1 n n—o 51 14 n2x?2 n—oo <7 n2x2 n—o 3 n

= 0 per ogni x > 1. Pertanto la convergenza &
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La funzione x~>/3 & decrescente in [1,+oo[ e dunque il suo massimo &

realizzato per x = 1. Pertanto
li li ! 0
im - < lim-—=
lim igg Fn(C)=fOAI < lim - =0,
pertanto la successione converge uniformemente.

3) Sia f(x) la funzione definita come

1
2—4x OSXSE

s 1
=14 4x+2 —ESX<0

0 altrimenti.

f € C([—1, 1]), tutti i suoi punti interni sono di derivabilita ad eccezione dei
1

punti x = 0,:|:§ in cui la funzione ha comunque derivate destra e sinistra

limitate. Possiamo renderla periodica di periodo T = 2. Pertanto la funzione

e sviluppabile in serie di Fourier e la sua somma coincide con f. Risulta

1/2
ap = ZJ (2—4x)dx =1
0
1/2 1/2

cos(nmx)dx — 8J x cos(nmx)dx =

1/2
an = 2 J (2—4x)cos(nmx)dx = 4J
0 0

0

1 U2 1/2
. . /
= 4[—S|n(n1rx)] —8J x(— sin(nmx)) dx =
nm 0 0 nm

B 4 m 8{[ 1 ]1/2 V21 d}—
= —sm(nE)— xEsm(nnx)0 _Jo —sin(nmx)dxt =

nm nm
in(nS)— ——sin(n ") [costnma)]” (1—cos(n=)
= —sin(h=)— —sin(n=)— cos(nmx = —cos(n—
nm 2 nm 2 n2m? 0 n2m? 2
bn - O
Ricordando che
(—1)k n=2k

0 n=2k+1,
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si ha
8
_ n=2k+1
(2k + 1)2m2
an, = —cos(ni))= =
21— 19 n=2k
( 8
——— n=2k+1
(2k + 1)2m2
= '
0 n =2k, k pari
4 o
PEP n =2k, k dispari .

Per il teorema di convergenza puntuale la somma della serie di Fourier

coincide con la funzione f in [0, 1] e dunque

fx) 1 i ((2k + 1)mx) i . ((2k)mx)
X)=— cos + 1)x) + — — COS X).
2 T2 (2k + 1)2 T2 = k2
k dispari
In particolare, per x = 0, risulta
~ 1 4 ad 1 s 1
0)=2==-+—=|2 T — —
7 2w §(2k+ 12" k;: k?
k dispari

e dunque, osservando che

® 1 i 1
& (2k +1)? S k2’
k dispari
si ottiene
2

i 1
& (2k+1)2 8
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Esonero 27 Ottobre 2023 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Sia p il numero delle lettere del proprio nome. Calcolare, se esiste, il sequente

o0
2
J xPe ™ dx
0

integrale

(punteggio 9)

2) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni
3

X
fn(x) = ———— nella semiretta [1, + o[ .
2 + n2x2

(punteggio 9)

3) Sviluppare, in serie di soli coseni, la funzione f definita da

0 <x<

fx)=

= NP

4x — 2 <X<

N|Rr O

La serie di Fourier ottenuta converge uniformemente? A chi? Calcolare la

somma della serie
1

i
=2k + 1)2
(punteggio 12)

Svolgimento
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1) vedi esercizio 1 compito A.

nyx
2) limpooofn(x) = Tl 0 per ogni x > 1. Pertanto la convergenza &
+ nex
puntuale alla funzione identicamente nulla. Inoltre
_ _ nyx _ nyx x—/3
lim sup |fn(X)—f(x)| = lim sup 53 < lim sup 5—5 = lim sup
N=0 x>1 n—o® ,51 24+ n°x N=0% y>1 N°X N=®y>1 n

La funzione x~>/3 & decrescente in [1,+0[ e dunque il suo massimo &

realizzato per x = 1. Pertanto
li li ! 0
im su X)—f(x)] < lim—=0,
lim suplfnC)—f0OI < lim =
pertanto la successione converge uniformemente.

3) Sia f(x) la funzione definita come

( 1
—4x -2 —1SXS—§
- 1 1
fx)=4 0 —_— <X <—
12 2

4x —2 ESXSI

]N‘ € C([—1,1]), tutti i suoi punti interni sono di derivabilita ad eccezione
dei punti x = d:; in cui la funzione ha comunque derivata destra e sinistra
limitate. Possiamo renderla periodica di periodo T = 2.

Pertanto la funzione e sviluppabile in serie di Fourier e la sua somma coincide

con f. Risulta

(‘1
ap = 2 (4x—2)dx=1
1/2
rl 1 !
an = 2 (4x—2)cos(n1rx)dx=8f xcos(nnx)dx—4f cos(nmx)dx =
J12 1/2 1/2
rl 1 , 1 1
= 8 x(— sin(nmnx)) dx—4[—sm(nnx)] =
Ji2 nm nm 172
1 1 1o 4 m
= 8{[x—sm(nnx)] — —S|n(nnx)dx}+—sm(n—)=
nm 172 12 NT nm 2
Y sinn D)+ = sin(nT) [ cos(nm)]’ ((-1)" = cos(n=))
= ——sin(n=)+ —sin(n=)+ cos(nmx = —1)"—cos(n—
nm 2" nm 27 n?m? /2 n2q2 2

bn = 0
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Si ha
8
- n=2k+1
8 - (2k + 1)2m2
a, = o ((—1)”—cos(n§)) = =
/<2n2(1_ (D) n=2k
( 8
n=2k+1
2k + 1)2m2
= { _
0 n =2k, k pari
4
i n =2k, k dispari .

Per il teorema di convergenza puntuale la somma della serie di Fourier
coincide con la funzione fin [0, 1] e dunque
8 (o] oo

L 2k+1 ! 2k
f(x)———— =0mcos(( + )nx)+F /; pcos(( )X).

k dispari

In particolare per x = 0 risulta

(o] 0.0] 1
fO=0=c-=12) —=— >, |
= (2/<+ 1)2 = k2
k dispari

e dunque, osservando che

ad 1 i 1
& (2k +1)? & kY
k dispari

si ottiene
i 1 2
& 2k+1)2 8’
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Esonero 27 Ottobre 2023 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ ]

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Sia p il numero delle lettere del proprio nome. Calcolare, se esiste, il seguente

(0 0)
_y2
J xPe ™ dx
0

integrale

(punteggio 9)

2) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni
3

X) = ——— nella semiretta [1, +o0[.

(punteggio 9)

3) Sviluppare, in serie di soli coseni, la funzione f definita da

1
0 —1<x<——

fx)=

4x + 2 —§<xs0.

La serie di Fourier ottenuta converge uniformemente? A chi? Calcolare la

somma della serie
1

i
= 2k +1)?
(punteggio 12)

Svolgimento
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1) vedi esercizio 1 compito A.

. nyx—1 _ .
2) limpoofn(X) = ———= = 0 per ogni x > 1. Pertanto la convergenza e

1+ n2x2
puntuale alla funzione identicamente nulla. Inoltre
_ _ nyx—1 nyx x—3/3
lim sup |fn(X)—f(x)| = Ilim SUp ———— < lim sup 53 = lim sup
n—o y>1 n—-o,>1 1+ n<x N—= ,>1 NX n—®,>1 n

La funzione x~>/3 & decrescente in [1,+o0[ e dunque il suo massimo &

realizzato per x = 1. Pertanto
lim supf,()—fC0l < lim = =0,
pertanto la successione converge uniformemente.
3) Sia f(x) la funzione periodica di periodo T = 2 definita da

1
4x + 2 —ESXSO

=

fX)=19 2-4ax O<x£§

0 altrimenti.

Lo sviluppo della sua serie di Fourier € quello dell’esercizio 3 del compito A.
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Esonero 27 Ottobre 2023 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Sia p il numero delle lettere del proprio nome. Calcolare, se esiste, il sequente

o0
2
J xPe ™ dx
0

integrale

(punteggio 9)

2) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni
4

X
fn(x) = ———— nella semiretta [1, + o[ .
2 + n2x2

(punteggio 9)

3) Sviluppare, in serie di soli coseni, la funzione f definita da

1

—4x—2 —-1<x<——

fx)= 1 2
0 —E<xs0.

La serie di Fourier ottenuta converge uniformemente? A chi? Calcolare la

somma della serie
1

i
=2k + 1)2
(punteggio 12)

Svolgimento
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1) vedi esercizio 1 compito A.

nvyx
2) limpoofn(x) = Py = 0 per ogni x > 1. Pertanto la convergenza e
+ n4x
puntuale alla funzione identicamente nulla. Inoltre
_ _ nyx _ nyx x~77/4
lim sup |fn(X)—f(x)| = Ilim SUp ———— < lim sup 5-5 = lim sup
=0 y>1 n—0,>1 2+ n°x N=% y>1 N°X N=0y>1 n

La funzione x~7/4 & decrescente in [1,+oo[ e dunque il suo massimo &

realizzato per x = 1. Pertanto
li li ! 0
im - < lim—-—=0,
lim i:llo Fn()=FOI < lim p
pertanto la successione converge uniformemente.

3) Sia jN‘(x) la funzione periodica di periodo T = 2 definita da

(
—4x—2 —1<x<—
- 1 1
fx)=1 0 ——<X<—
12 2
4x—2 —<x<1
\ 2

Lo sviluppo della sua serie di Fourier € quello dell’esercizio 3 del compito B.
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A

Esonero 24 Novembre 2023

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Data la funzione
fox,y,2) =x3+ y3 + 6xy—e3*In(1 + 22), (x,y,z) e R3,
indicare quali affermazioni sono vere:

(a) il punto (0, 0, 0) & un punto di sella per la funzione f;
(b) il punto (—2,—2, 0) € un punto di minimo relativo per la funzione f;
(c) il punto (—2,—2, 0) € un punto di massimo relativo per la funzione f;

(d) nessuna delle precedenti.
2) Risolvere il seguente sistema di equazioni differenziali

X'()=4x(t)+ 7y(t) + t
y'(t) =—=2x(t)— 5y(t) + €'

Svolgimento

1) Risulta f € C2(R3). Annullando il gradiente della funzione, ovvero risolvendo il

sistema
fi(x,y,2) =3x? + 6y —3e3*In(1+2?) =0

f(x.y,2)=3y?+6x=0

’ — _p3x_2Z  _
fz(xrylz)_ e 1+22_0
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otteniamo che i punti critici sono (0, 0,0) e (—2,—2, 0).
Siccome n > 2, per determinare la natura dei punti dobbiamo studiare il

segno degli autovalori della matrice Hessiana. Le derivate seconde sono:
f7(x,y,z) = 6x—9e¥In(1 + 22),
124 — -7
frxy.2)=6=f (x,y,2),

V4
[y, 2) = =3 —— =] (x..2),

1+
17 _
fyy(xlyl Z) - 6y,
[ %y, 2)=0=f/(x,y,2),
f// (X ) e3X 2— 222
’ IZ = T oo "
zz y (1 +22)2
Riguardo al punto (0, 0, 0), otteniamo

f(0,0,00—A  f(0,0,0)  f(0,0,0)
det(H(0,0,0)=A) =| f7(0,0,0) f/(0,0,00—=A  f(0,0,0)
f/(0,0,0) f2(0,0,0)  f7/(0,0,0)—A

-\ 6 0
=6 =X 0 |=(=2—X)(\?-36).
0 0 —2—-2)x

Ponendo det(H(0, 0, 0)— Al) = 0 si ha che
A1=-=2, A2,3 =6,

e dungque la forma quadratica e indefinita. Il punto (0, 0, 0) e pertanto di

sella per la funzione.
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Passiamo ora a studiare il punto (—2,—2, 0). Per esso abbiamo

fo(—=2,=2,00—=A  fr(=2,-2,0)  f/(=2,-2,0)
— — —_ — 7 (__ — 77 (__ — — 77 (__ —_

det(H(—2,—2,0)—AD) fx(=2,=2,0)  fl(=2,-2,0)—A [/ (=2,-2,0)

—12—X 6 0
= 6 —12—X 0 =(—2e®—A)(A\?+ 24X +108).
0 0 —2e %)

Ponendo det(H(—2,—2,0)— Al) = 0 e applicando la regola di Cartesio al’e-
quazione A2 + 24\ + 108 = 0, deduciamo che

AM=—2e°%<0, Ay3<0,

e dunque la forma quadratica e definita negativa. Il punto (—-2,—2,0) e

pertanto di massimo relativo per la funzione.

2) Se deriviamo la prima equazione rispetto a t e sostituiamo al posto di y’(t) la

seconda equazione e al posto di 7y(t) = x’(t) — 4x(t) —t, otteniamo

X"(t) = 4xX'(t)+ 7y (t)+ 1 =4x"(t)—14x(t)—35y(t)+ 7et +1
= 4x'(t)— 14x(t)—5x’(t) + 20x(t)+ 5t+ 7et + 1

e dunque otteniamo I'equazioni lineare del secondo ordine completa
X" () + x'(t)—6x(t) =5t + 1+ 7et.

L'equazione caratteristica associata alla equazione omogenea z2+z—6 =0
ha come soluzioni z= -3,z = 2 e dunque l'integrale generale della omoge-

nea e dato da

3t

x(t) = cre 3t + ce?t.

Determiniamo ora5unalsloluzione particolare di x”(t) + x’(t) — 6x(t) = 5t +
1 - xi()=——=t——.
1(t) si7 36
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Determiniamo una soluzione particolare di di x”(t) + x/(t) — 6x(t) = 7et —

7
Xx2(t) = —Zet. Pertanto risulta

5 11 7

x(t) = cre3t+ce?t— —t——— —¢t
(©) ! 2 6 36 4
2t 5 7 t
X'(t) = —3cie 3+ 2cze 57 2¢

1 2 1 1 3
t) = —(X(O)—4x(t)—t)=—cre7 3 — —cre?' + —t+ — + —e'.
y(t) 7( (t) (t)—t) 1 2 €2 3t 5t 2
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Esonero 24 Novembre 2023

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Data la funzione
f(x,y, z) = 3x3 + 3y> + xy + e arctan(3z?), (x,y,z) e R3,
indicare quali affermazioni sono vere:

(a) il punto (0, 0, 0) & un punto di sella per la funzione f;

1 1
(b) il punto (—5,—5, 0) € un punto di minimo relativo per la funzione f;
: 1 1 : : : .
(c) il punto (—5,—5, 0) e un punto di massimo relativo per la funzione f;
. 1 1 Y . .
(d) il punto (—5,—5, 0) e di sella per la funzione f.
2) Risolvere il seguente di equazioni differenziali

X'(t) = x(£) + y(t) + 3t
y/(t) = 2x(t) — y(t) + 2et

Svolgimento

1) Risulta f € C2(R3). Annullando il gradiente della funzione, ovvero risolvendo il
sistema
fix,y,2)= 9x2 + y + 2e?Xarctan(3z2) =0
fxy,2) = 9y?2 +x=0

’ —e2x_6z  _
%y, 2)=e% 1 5m =0
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1
otteniamo che i punti critici sono (0, 0,0) e (—5, Y 0).
Siccome n > 2, per determinare la natura dei punti dobbiamo studiare il

segno degli autovalori della matrice Hessiana. Le derivate seconde sono:
f (x,y, 2) = 18x + 4e** arctan(3z%),
44 — -7
foxy,2)=1=f (X,y,2),

z 174
—4 =fZX(X' Yy, Z),

" (x,y, 2)=2e%¥
Sex:y.2) 1+ 9z

17 _
fyy(xi y, Z) - 18y,

Xy, 2)=0=f/(xy,2),
0 ) , 6—162z%
X,y 2z)=eX——.
22 Y (1+92%)2
Riguardo al punto (0, 0, 0), otteniamo

f2(0,0,0)—=A  f(0,0,0)  f//(0,0,0)
— — ’” 77 _ 1

det(H(0,0,0)—AD=| £7(0,0,0) f/(0,0,00=A  f/(0,0,0)

f4(0,0,0)  f/(0,0,0)  f//(0,0,0)—A

-2 1 0
=1 —=xA 0 |=6-XN)W\-1).
0 0 6-—A\

Ponendo det(H(0, 0, 0) — Al) =0 si ha che
A1 =6, A23==%£1,

e dunque la forma quadratica e indefinita. Il punto (0, 0, 0) e pertanto di

sella per la funzione.
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1 1
Passiamo ora a studiare il punto (—5,—5, 0). Per esso abbiamo

7 ( i 0)—Ax fI( S 0) f7( - 0)
XX " a’ - Xy ~a’ o xz\ a’ o
get(H(=2 L o)) = /'9191 " 171° ”
e 5' 5’ - fyx(__l _gl O) fyy(_§ll_§llo) - )\ fyZ(_§' -

144 - 144 - 144 o

f—5=50  fs50 -3,

—2—A 1 0
= 1 —2-a 0 |=(66"5—=A)A2+4A+3).
0 0 6e5—A

1 1
Ponendo det(H(—g,—g, 0)—)\|]) = 0 e applicando la regola di Cartesio

all’equazione A2 + 4\ + 3 =0, deduciamo che
A1=6e"5>0, Az3<0,

1 1
e dunqgue la forma quadratica & indefinita. Il punto (—5,—5, 0) e pertanto

di sella per la funzione.

2) Se deriviamo la prima equazione rispetto a t e sostituiamo al posto di y’(t) la

seconda equazione e al posto di y(t) = x’(t) — x(t) — 3t, otteniamo

X"(t) = X' (t)+ Yy ()+3=x(t)+2x(t)—y(t)+ 2et + 3

= X'(t)+2x(t)—x'(t) + x(t) + 3t + 2et + 3
e dunque otteniamo I'equazioni lineare del secondo ordine completa
x"(t)— 3x(t) = 3t + 3 + 2¢et.

L’'equazione caratteristica associata alla equazione omogenea z2—3 = 0
ha come soluzioni z = —+/3,z = ¥/3 e dunque l'integrale generale della

omogenea e dato da

x(t) = cre~ V3t + c,e3t,
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Determiniamo ora una soluzione particolare di x”/(t) — 3x(t) = 3t+3 —
x1(t)=—t—1.
Determiniamo una soluzione particolare di di x”/(t)—3x(t) =2et — x(t)=

—et, Pertanto risulta

x(t) = cre Bt +ceBt—t—1—¢t
X'(t) = —vV3cie 3t+ V3ceV3t—1—¢t

yt) = X'()=x(t)=3t=(=vV3—1)cre 3+ (V3 =1)cre3t -2t
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C

Esonero 24 Novembre 2023

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Data la funzione
f(x,y,2)=x3+y>—3xy + eXarctan(z?),  (x,y,z) e R3,
indicare quali affermazioni sono vere:

(a) il punto (0, 0, 0) € un punto di minimo relativo per la funzione f;
(b) il punto (1, 1, 0) € un punto di minimo relativo per la funzione f;
(c) il punto (0, 0, 0) € un punto di sella per la funzione f;

(d) il punto (1, 1, 0) € un punto di massimo relativo per la funzione f.
2) Risolvere il seguente di equazioni differenziali

x'(t) =x(t) + 2y(t) + 2t
y/(t) = 2x(t) + y(t) + sint

Svolgimento

1) Risulta f € C2(R3). Annullando il gradiente della funzione, ovvero risolvendo il
sistema

fl(x,y,2) = 3x* — 3y + eXarctan(z?) = 0

f;(x, y,z2)=3y?—3x=0

fixy 2) =% =0
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otteniamo che i punti critici sono (0, 0,0) e (1, 1, 0).

Siccome n > 2, per determinare la natura dei punti dobbiamo studiare il

segno degli autovalori della matrice Hessiana. Le derivate seconde sono:
f (x,y,2) = 6x + e* arctan(z?),

[y, 2)==3=f(x,y,2),

2z
Loy, = e =1 (x. v, 2),

17 _
fyy(xr yi Z) - 6yr
[ Xy, 2)=0=f/(x,y,2),
- )= ex 2—6z%
X,y 2)=e"——.
zz y (1 +Z4)2
Riguardo al punto (0, 0, 0), otteniamo

f2.(0,0,0)—2  f(0,0,0) £//(0,0,0)
— — 17 17 _ 17

det(H(0,0,0)—Al) =| £(0,0,0) f7(0,0,00=X  £/'(0,0,0)

f(0,0,0) f4(0,0,0)  £7,(0,0,0)—A

—A =3 0
=—3 —A 0 |=(Q=AN)(12-09).
0 0 22—\

Ponendo det(H(0, 0, 0) — Al) = 0 si ha che
A1=2, A2,3 =3,

e dunque la forma quadratica e indefinita. Il punto (0, 0, 0) e pertanto di

sella per la funzione.
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Passiamo ora a studiare il punto (1, 1, 0). Per esso abbiamo

— — 17 17 _ 7
det(H(1,1,0)— Al fyx(]" 1,0) fyy(l, 1,0)—A fyz(l, 1,0)
£01,1,00  f2(1,1,0)  f2(1,1,0)-A

6—A —3 0
=|-3 6-—\ 0 |=Qe—=N)(\?>—12)X+27).
0 0 2e— A

Ponendo det(H(1, 1,0)— Al) = 0 e applicando la regola di Cartesio all’equa-
zione A2— 12\ + 27 =0, deduciamo che

)\1 =2e>0, )\2,3 >0,

e dunque la forma quadratica e definita positiva. Il punto (1, 1, 0) e pertanto

di minimo relativo per la funzione.

2) Se deriviamo la prima equazione rispetto a t e sostituiamo al posto di y’(t) la

seconda equazione e al posto di 2y(t) = x’(t) — x(t) — 2t, otteniamo

x"(t) = X'(®)+2y/(t)+2=x"(t)+ 4x(t) + 2y(t) + 2sint+ 2

= x'(t)+4x(t) + x'(t) —x(t)— 2t + 2sint + 2
e dunque otteniamo I’equazione lineare del secondo ordine completa
x"(t) —2x'(t)— 3x(t) = =2t + 2 + 2 sint.

L'equazione caratteristica associata alla equazione omogenea z2—2z—3 =0
ha come soluzioni z= 3,z =—1 e dunque l'integrale generale della omoge-
nea e dato da

x(t) =cre t+ cedt.

Determiniamo ora un?(?oluzione particolare di x”/(t)—2x’(t)— 3x(t) = -2t +
2
2 - xi()=-t——.
1(t) 3 9
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Determiniamo una soluzione particolare di di x”/(t)—2x’(t)—3x(t) = 2sint —

1 2
X2(t) = B cost— 5 sint. Pertanto risulta

t L, 2, 10 1 2
x(t) = cet+ce’t+ —t——+ —cost— —sint
3 9 5 5
2 1 2
xX'(t) = —cle_t+3cze3t+g——smt—gcost

(t) 1( ‘(t) = x(t)— 2t) -t 4 sint— —cost— t4 o
= —(X'(t)=—x(t)—2t)=—c1e7" + 2> + —sint— —cost— -t + —.
4 2 ' = T 10 10 39
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D

Esonero 24 Novembre 2023

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.
1) Data la funzione
f(x,y,z) =2x3+2y> + xy — e XIn(1 + 22%), (x,y,z) e R3,
indicare quali affermazioni sono vere:
(a) il punto (0, 0, 0) & un punto di sella per la funzione f;
1 1
(b) il punto (_E'_E' 0) € un punto di massimo relativo per la funzione f;
: 11 . : .

(c) il punto (_E’_E’ 0) € un punto di minimo relativo per la funzione f;
(d) il punto (0, 0, 0) € un punto di minimo relativo per la funzione f;

2) Risolvere il seguente di equazioni differenziali

xX'(t)=—x(t)+4y(t)+t
y'(t) = —x(t) + 3y(t) + cos(2t)

Svolgimento

1) Risulta f € C?(R3). Annullando il gradiente della funzione, ovvero risolvendo il
sistema
fix,y,2)=6x2+y+eXIn(1l+222)=0
fxy,2)=6y?+x=0

— 4z
[y, 2)=—e155=0
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1 1
otteniamo che i punti critici sono (0, 0,0) e (_E’ s 0).
Siccome n > 2, per determinare la natura dei punti dobbiamo studiare il

segno degli autovalori della matrice Hessiana. Le derivate seconde sono:
fll(x,y,2) = 12x—e ™ In(1 + 22%),

foyx ¥, 2)=1=f7(xy,2),

V4
f v 2) = e —— =[xy, 2),

77 _
fy, .y, 2) =12y,
£ %y, 2)=0=f7(xy,2),
. ) . 4 — 822
X,y z)=—"—m—.
22 (1+22%)?
Riguardo al punto (0, 0, 0), otteniamo

f7(0,0,00—A  £/(0,0,0)  £(0,0,0)
— — 17 17 _ 77

det(H(0,0,0)—AN=| f7(0,0,0) f(0,0,0)—A  f(0,0,0)

f4(0,0,0)  f7(0,0,0) f7/(0,0,0)—A

-2 1 0
=1 =X 0 |=(=4—-MN2=1).
0 0 —4—2)

Ponendo det(H(0, 0, 0) — Al) = 0 si ha che
A1 =—4, A3 ==%1,

e dunque la forma quadratica e indefinita. Il punto (0, 0, 0) e pertanto di

sella per la funzione.
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1 1
Passiamo ora a studiare il punto (_E'_g' 0). Per esso abbiamo

7 ( - _Z 0)—-x  fI( - _2 0) 7 ( . 0)
XX [P - Xy Ter T A ), 4 Y
set(n(-2-Lo)-x)=| mcl loy gl loon golLo
6’ 6' - fyx(__r_§r ) fyy(_gl_gr )_ fyz(Inggr )
" (__ _ "”(____ ____ "e____ . __ —
=20 fenme 0 fU-E— 0=
21 0 .
- 1 2= (i = (—4e6 —A)(A2 + 4X + 3).
0 0 —4e6_2x

Ponendo det (H (—%,—%, 0)—)\0 = 0 e applicando la regola di Cartesio al
polinomio A2 + 4\ + 3 = 0, deduciamo che
1
A1 =—4€6 <0, Ap3<0,

1 1
e dunque la forma quadratica e definita negativa. Il punto (_E'__’ 0) e

pertanto di massimo relativo per la funzione.

2) Se deriviamo la prima equazione rispetto a t e sostituiamo al posto di y’(t) la

seconda equazione e al posto di 4y(t) = x’(t) + x(t) —t, otteniamo

x"(t) = =xX'()+4y’'(t)+1=—x"(t)—4x(t)+ 12y(t) + dcos(2t)t+ 1
= 2x'(t)—x(t)—3t+ 1+ 4 cos(2t)

e dunque otteniamo I'equazioni lineare del secondo ordine completa
x"(t) —2x'(t) + x(t) = =3t + 1 + 4 cos(2t).

L’equazione caratteristica associata alla equazione omogenea z2—2z+1 =0

ha come soluzioni z = 1 con molteplicita 2 e dunque l'integrale generale

della omogenea e dato da

x(t) = c1et + cotel.
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Determiniamo ora una soluzione particolare di x”/(t) — 2x’(t) + x(t) = -3t +
1 - x1(t)=-3t—5.
Determiniamo una soluzione particolare di di x”’(t)—2x’(t)+x(t) = 4cos(2t) —

t)y=—— 2t)— —sin(2t). Pertant isult
X CoS Sl . Pertanto risuita

x(t) ciel + cotet —3t—5 12 cos(2t) 16 sin(2t)
= —3t—5—— — — i
! ? 25 25

x'(t) = ciet t t—3 2—4'2—E 2
= ci1e +cre + crte +255|n( t) >5 cos(2t)

(t) 1( ‘() +x(t)—t) L ety Torets - tet—t—2 2 (2t) 11 (2t)
= —(X + X — =—C1é + —Cre + —cte"—t— 2+ —sin — — CO0S .
Y 4 R R 25 25
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A

Esonero 19 Dicembre 2023 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |
Nome: Cognome Matr.

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.
2 2
Xy Xy
———+yldx +
1+ x2y? y) (1+x2y2
calcolare, fy w, quando v & la porzione di ellisse x2 + 4y2 = 4, contenuta nel

1) Data la forma differenziale lineare w = ( + 3)dy

semipiano y > 0.

2) Disegnare I'insieme D = {(x, y) € R? : |y| < (|x|]—1)3, |x| £ 1}, scrivere le equa-
zioni parametriche della sua frontiera e calcolare I'ascissa xg del baricentro

guando la densita e pari a f(x, y) = |x| + X.

3) Sia X la superficie parametrizzata da S(u,v) = (u+ v,u— v, u?v), (u,v) €
[—2,2]2. Dopo aver provato che S & regolare, determinare il vettore normale
nel punto S(0, 1).

Svolgimento

1) La forma differenziale w & data dalla somma di
o= xy? Jox x%y

= szyz + (szyz + 3)dy,
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che e esatta, e della forma ydx. Facciamo vedere che w € chiusa. Posto
xy? x%y

X=——=—eY=——>—
1+ x2y? 1+x2y2

+3,sihache X,Y e C}(R?) e

oX 2xy oY
ay  (L+x2y?2)2  oax’
Pertanto, essendo il dominio un insieme convesso, possiamo concludere che

) oU 2

W e esatta. Determiniamo ora una primitiva U. Deve risultare x #yzyz
X

da cui

_1 2,,2
Ux,y)= > In(1+x°y°)+ h(y),

con h € C1(R). Inoltre deve anche risultare

oU x2y , x2y

5=Tx2y2+h (y)=TX2y2+3 < h(y)=3y+c, ceR
Pertanto la classe delle primitive della forma differenziale w e data da U(x, y) =
%In (L+x2y2)+3y+c¢, ceR. Lintegrale curvilineo pertanto non dipende
dal percorso ma solo dagli estremi della curva e dal verso di percorrenza e
dunque

J w=U(—2,0)—U(2,0)=0.
¥

Per quanto riguarda invece fyydx, questo integrale va calcolato direttamen-
te. Una rappresentazione parametrica della semi-ellisse € data da y(t) =

(2cost,sint), 0<t<mn Dunque

s

T T 1
Jydx:J sint(—2sint) dt=—2J sinztdt=—[t——sin(2t)] =—m.
y 0 0 2 0

fw=fa')+Jydx=—n.
Y Y Y

vl < (x| = 1)* &= —(Ix| = 1)* < y < (Ix| = 1)%,

In definitiva quindi

2) Osservando che

I'insieme D puo essere scritto come

D={(x,y)eR?:—1<x<1,—x>+2|x|—-1<y<x®—2|x|+1}.
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Risulta allora
—x?—2x—1<y<x?+2x+1, se—-1<x<0

—x?+2x—1<y<x’—2x+1, se 0<x<1.

L’'insieme D richiesto e rappresentato dalla regione colorata nella seguente

figura. Pertanto Fr D=7y Uy U7Y3U Y4, Ove

x(t)=t x(t)=t
Y1 Y2
y(t)=t?=2t+1 1>t>0; y()=t2+2t+1 0=>t>-1;
x(t)=t x(t)y=t
EE Ya:
y(t)=—t2—2t—1 —-1<t<0; y(t)=—t?>+2t—1 0<t<1.

Calcoliamo la massa dell’'insieme D

m(D) = JJ (Ix| + x) dxdy = Zfﬁx dxdy
D D
ove D={(x,y)eR2:0<x<1, —(x—1)2<y<(x—1)2}.

Dal teorema di riduzione si ha

1 (x—1)2 1
ZJdexdy=2J xde dy=4J x(x?—2x+ 1) dx
D 0 —(x—1)2 0
1

3 5 x* 2 . x? S|
=4 (X°—2x“+x)dx=4| ——=x>+ —
0 0

4 3 2
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Risulta allora che le coordinate del baricentro sono

1 1 (x—1)2
XG=—JJ x(|x|+x)dxdy=6ff x? dxdy=6f x? de dy
m(D) D D 0 _(X—1)2

1 1
X
=12f x?(x?=2x+1) dx=12J (x4—2x3+x2)dx=12[———+—
0 0

1 1 (x—1)2
yG=—Jf y(|x|+x)dxdy=6fj xydxdy=6f xdxj y dy
m(D) J Jp b 0 —(x=1)2

1 2 (x—1)2
= 6f X [y_] dx =0.
0 2 —(x—1)?

3) La parametrizzazione di Z e

X=u+v

r:[-2,2°->R>  r(uv)={y=u—v reci(-22]%.

z=u?v
La matrice Jacobiana di X &
1 1 2uv 5
./= ’ (U, V)E[—Z,Z]
1 -1 u?

e ha rango 2, in quanto risulta
=—2#0, (uv)e[-2,2]%
-1

Pertanto, possiamo concludere che la superficie & regolare.

Il vettore normale &

- - —

i ] K
ar ar J - o .
A=l 1 2wy = (U2 +2uV)l+ Quv—u?)J+(=2)K, (u,v) €[—2,2]?
u Vv
1 -1 u?
da cui

ar  ar
(— A —)(o, 1) = (0, 0, —2).

ou odv
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Al fine di dare una rappresentazione grafica della superficie X, osserviamo

che
X+y
— U= ——
X=u+v >
X—y
y=u—v , WUVv)e[-22]?={v= > , (X, ¥) €R,
2 —
7= u2v Lo XA x—y
\ 4 2
. o o . (x +y)?
ovvero la superficie Z coincide con il grafico della funzione f(x, y) = 2
X—y
2 ’

definitain R = {(x, y) € R? : |[x + y| < 4, [x—y| < 4} e rappresentata in Figura
1.
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Esonero 19 Dicembre 2023 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |
Nome: Cognome Matr.

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.
2 2
Xy X%y
2 ax+ (2 + 3+ x)dy
1+ x2y? 1+ x2y?
calcolare, fy w, quando v & la porzione di ellisse x2 + 4y2 = 4, contenuta nel

1) Data la forma differenziale lineare w = (

semipiano y > 0.

2) Disegnare l'insieme D = {(x, y) € R? : |y| < (]x|]—1)3, |x| £ 1}, scrivere le equa-
zioni parametriche della sua frontiera e calcolare I'ordinata ys del baricentro

guando la densita e pari a f(x, y) = |x| + X.

3) Sia X la superficie parametrizzata da S(u,v) = (u—v,u+ v, u?v), (u,v) €
[—2,2]%. Dopo aver provato che S & regolare, determinare il vettore normale
nel punto S(0, 1).

Svolgimento

1) La forma differenziale w & data dalla somma di
xy? x2
1+ x2y? 1+ x2y?

+ 3)dy,
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che e esatta (vedi esercizio 1A), e della forma xdy. Esattamente come in 1A
fyd) = 0. Per quanto riguarda invece fyxdy, questo integrale va calcolato
direttamente. Una rappresentazione parametrica della semi-ellisse € data

da y(t) =(2cost,sint), 0<t<m Dunque

s

Vs Vs 1
fxdy=f 2cost(cost)dt=2J cosztdt=[t+—sin(2t)] =T
Y 0 0 2 0

fw=Ja')+dey=n.
Y Y 4

3) La parametrizzazione di Z e

In definitiva quindi

2) Vedi esercizio 2A.

ri[=2,21°-R%  ruv)={y=u+v , reci(-2,21%.

z=u?v
La matrice Jacobiana di X &
1 1 2uv R
/= , (U, v)e[-2,2]
-1 1 u?

e ha rango 2, in quanto risulta

1
=2#0, (u v)e[-2,2]°.
-1 1

Pertanto, possiamo concludere che la superficie € regolare. |l vettore nor-

male &

i ] Kk
or ar 5 . X .. 5
—A—=|1 1 2uv|=Ww —-2uv)i+ (—u*—2uv)j+ 2k, (u,v)e[-2,62]%,
ou odJv

-1 1 u?
da cui

ar or
(— A —)(o, 1) = (0, 0, 2).

au odv
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Al fine di dare una rappresentazione grafica della superficie X, osserviamo

che
X=Uu—V
y=u+yv
z=u?v

ovvero la superficie Z coincide con il grafico della funzione f(x, y) =

y—X

—, definita in R
2

Figura 2.

, (U v)e[—2,2]° |

( X+Yy
u= ——
yzx
V=T , (X,¥) €R,
(v —x)(x + y)?
Z =
\ 8
(X + y)?

4

={(x,y)eR?:|x+y| <4, |y—x| <4} e rappresentata in




Analisi Matematica II - A.A. 2023/2024 - CdS Ingegneria Informatica ed Elettronica

C

Esonero 19 Dicembre 2023 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ ]
Nome: Cognome Matr.

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

xy? x2y

1) Data la forma differenziale lineare w = ( 5>+ y)dx +( + 3)dy

1+x2y 1+x2y2
calcolare, fy w, quando v & la porzione di ellisse x? + 4y? = 4, contenuta nel

semipiano y > 0.

2) Disegnare l'insieme D = {(x, ¥) € R? : |y| < (|x]—1)%, |x| £ 1}, scrivere le equa-
zioni parametriche della sua frontiera e calcolare I'ascissa xg del baricentro

guando la densita e pari a f(x, y) = |x| + x.

3) Sia X la superficie parametrizzata da S(u,v) = (u+ v, u— v, u?v), (u, v) €
[—2,2]2. Dopo aver provato che S & regolare, determinare il vettore normale
nel punto S(1, 0).

Svolgimento

1) Vedi esercizio 1A.

2) Vedi esercizio 2A.
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3) Per la prima parte dell’esercizio, si veda esercizio 3A. Il vettore normale nel

punto richiesto e in questo caso

(6r ar)(l 0)=(1,-1,-2)
— A — ’ = y 4, ’
ou odv

vedi anche Figura 1.
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D

Esonero 19 Dicembre 2023 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |
Nome: Cognome Matr.

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.
2 2
Xy X%y
2 ax+ (2 + 3+ x)dy
1+ x2y? 1+ x2y?
calcolare, fy w, quando v & la porzione di ellisse x2 + 4y2 = 4, contenuta nel

1) Data la forma differenziale lineare w = (

semipiano y > 0.

2) Disegnare l'insieme D = {(x, y) € R? : |y| < (]x|]—1)3, |x| £ 1}, scrivere le equa-
zioni parametriche della sua frontiera e calcolare I'ordinata ys del baricentro

guando la densita e pari a f(x, y) = |x| + X.

3) Sia X la superficie parametrizzata da S(u,v) = (u—v,u+ v, u?v), (u,v) €
[—2,2]%. Dopo aver provato che S & regolare, determinare il vettore normale
nel punto S(1, 0).

Svolgimento

1) Vedi esercizio 1B.

2) Vedi esercizio 2A.
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3) Per la prima parte dell’esercizio, si veda esercizio 3B. Il vettore normale nel

punto richiesto e in questo caso

(Br ar)(l 0)=(1,-1,2)
_/\ - 4 = I_ ’ ’
ou v

vedi anche Figura 2.
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A

Esonero 26 Marzo 2024 Civile|[ ] Meccanica| | BES/DSA[ |

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Determinare massimi e minimi relativi della funzione f(x, y, z) = z2(z— 3) +
(x—1)2—cosy.
[punti 12]

x4
2) Sia F : RZ2 — R definita da: F(x, y) = % se (x,y)#(0,0) e F(0,0)=0.
Xc+y

Siano x(t) = t3, y(t) = t. Quali delle seqguente affermazioni sono corrette:

a) F ammette gradiente nell’origine

B) VF(0,0) = (0, 0)
¥) G(t) := F(x(t), y(t)) & derivabile nell’origine e G’(0) = VF(0, 0)-(x’(0), y’(0))

&) F & differenziabile in (0, 0)
g€) F é continua in (0, 0)
(Selezionare le risposte esatte e motivarle [12 punti])

3) Sia f(x,¥) = Vx2+ y? + y?>— 1. Determinare i punti di massimo e di minimo
assoluti di f nell’insieme B = {(x, y) : X2 + y? = 9}. [punti 6]

Svolgimento
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1) Risulta f € C?(R3) quindi i punti di massimo o di minimo relativo devono

annullare il gradiente di f.

2(x—1)=0
siny=20 < ((x,¥,2)=(1,km0); (x,y,2)=(1,km, 2) k eZ.
3z2(z—2)=0

Calcoliamo ora le derivate seconde

foy,2)=2, fl(xy,2)=0=f(xy,2), [ (xy,2)=0=f](Xy,2)
fyy .y, 2)=cosy, fl(xy,2)=0=f (xy2), f(xy 2)=62-6.

2—A 0 0
H(x,y,z)— Al = 0 Cosy—A 0
0 0 6(z—1)—A
2—A 0 0
det(H(L km 0)—=Al)=| 0 (=1)*—A 0 |=Q—-A((-1F=A)(=6-A)=0
0 0 —6—A
A =2, A =(—1)k A3=—6 (1, km, 0) punti sella per ogni k € Z
2—A 0 0
det(H(L, km,2)—Al)=| 0 (=1)—=A 0 |=-A((~1 -A)(6—-21)=0
0 0 6—A

AM=2, 2= r3=6
k=2n (1,2nm, 2) punti di minimo relativo per ognineZ

k=2n+1 (1,(2n+ 1)m, 2) punti sella perognine”Z

2) F ammette gradiente nell’origine, infatti

f(h,0);f(0,0)=ol VK £ 0 ]’(0,/<);f(0,0)=0
= VF(0, 0) = (0, 0)

Vh#0
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Per studiare la derivabilita di G osserviamo che

t? ot 20
w2 7
G(t)=F(t3, t) =
0 t=0
Dunque
6/(0) = lim o=@ _ V2 1 R0,0)-(0,1) = 0
O=fp = =ig7 =z#vO0-@D=0

Ne deriva che F non e differenziabile in (0, 0).
Per studiare la continuita di F in (0, 0) portiamo innanzitutto gli esponenti a
denominatore allo stesso valore. Poniamo allora x = t3, y = w. Dobbiamo
allora calcolare
t3w?

(t,wl)lggo,O) t6 + wé’
Passiamo a coordinate polari t =rcos6, w =rsin 8 e consideriamo il valore
assoluto della funzione.

r’|cos3@sin* 9] r

lim — " <lim —
r—0r6(cosb 0+ sin®@) ~ 0 (cos® 8+ sin®H)

Sia g(0) = cos® 6+ sin® 6. Proviamo che il suo minimo assoluto & strettamen-

te positivo.
9’(60) = —6cos>0sin+ 6sin>HcosO =6sinbcosO(sin* 6 — cos*H) =
= 65sin6cosO(sin’6—cos?20)=6sinOcosH(2sin’6—1)

Se risolviamo g’(0) = 0 otteniamo che i punti di minimo assoluto sono rag-
T 1L
giunti nei punti x = 2 + kE. Allora g(6) = g(ni/4) = 1/4 e dunque
r’|cos3 @6sin* 9]

r
lim —— - <Ilim —— - <Ilim4r=0,
r—0 r6(cosb 6+ sin®@) ~ —0 (cos® O+ sin®@) ~ r—0

uniformemente in 6. Pertanto F e continua in (0, 0).

3) L'insieme B € un compatto (€ la circonferenza di centro I'origine e raggio 3).

La funzione f e continua in B e quindi per il teorema di Weierstrass esistono
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massimi e minimi assoluti. Sia g(y) =3+y?—1=2+y? g:[-3,3] = R.
La funzione g ha un minimo assoluto in y = 0 e due massimi assoluti per
y = %3. Allora la funzione f ammettera minimo assoluto in (£3, 0) e massimo
assoluto in (0, £3).

Metodo alternativo: f, g € C1(R%2\ {(0, 0)}), B & un compatto di R?\ {(0, 0)},
dunque per il teorema di Weierstrass esistono massimi e minimi assoluti.

Determiniamo i candidati con il metodo dello Jacobiano:

x2+y?=9

X y x2+y?=9

w7 sz = = (£3,0), (0,%3)
VX2+y?2 /x2+y =0 —4xy =0

2X 2y

che sono esattamente i candidati individuati con il primo metodo.

Se vogliamo utilizzare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange osserviamo

che f,g € CY{(R?\ {(0,0)}), Zgn (Vg = (0,0)) = @. Posto F(x,y,q) =

VX2 +y?2+y?—1+a(x?+y?—9)risulta VF = (0, 0, 0) se e solo se

( 1

(7=
VX2 +y? y

— Y _t2y+2ay=0 = Wesarayes

X2 +y2=9

+2a)=0 x=0
+2y+2ay=0 y

A

\ x2+y2=9
( 1

VX2 +y?
\ L+2y+2ay=0
VX2 + y?

x?+y?=9

+2a=0

\

Dal primo sistema si ottiene (0, £3) dal secondo (+3, 0).
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Esonero 26 Marzo 2024 Civile[ ] Meccanica| | BES/DSA[ ]

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Determinare massimi e minimi relativi della funzione f(x,y, z) = y2(y — 3) +
(x—1)2—cosz.
[punti 12]

x4
2) Sia F : RZ2 — R definita da: F(x, y) = Tyz se (x,y)#(0,0) e F(0,0)=0.
X"ty

Siano x(t) = t, y(t) = t3. Quali delle seqguente affermazioni sono corrette:

a) F ammette gradiente nell’origine

B) VF(0,0) = (0,0)
v) G(t) := F(x(t), y(t)) e derivabile nell’origine e G’(0) = VF(0, 0)-(x’(0), y’(0))

&) F & differenziabile in (0, 0)
g€) F é continua in (0, 0)
(Selezionare le risposte esatte e motivarle [12 punti])

3) Sia f(x, y) = v/x2+ y2+ 2x? + 1. Determinare i punti di massimo e di minimo
assoluti di f nell’insieme B = {(x, y) : X2 + y? = 4}. [punti 6]

Svolgimento
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1) Risulta f € C?(R3) quindi i punti di massimo o di minimo relativo devono

annullare il gradiente di f.

2(x—1)=0
3y(y—2)=0 < (xVy2)=(1,0kn); (x,y,2)=(1,2,kn), kezZ.

sinz=0
Calcoliamo ora le derivate seconde

foy,2)=2, fl(xy,2)=0=f(xy,2), [ (xy,2)=0=f](Xy,2)
fyy .y, 2)=6y—=6, fl(xy2)=0=f (xy2), f](xy2)=cosz

2—A 0 0
H(x,y,z)—Al= 0 6(y—1)—A 0
0 0 CoSzZz—A
2-2 0 0
det(H(1,0,km)—Al)=| 0 —6—A 0 =(2-N)(=6—-A)((-1)*=A)=0
0 0 (—Dk—=x
A1 =2, A2 =—6, A3 =(=1)X (1,0, km) punti sella per ogni k € Z
2—A 0 0
det(H(1,2,km)—Al)=| 0 6—A 0 [=(2-A(6-A(-1)F-A)=0
0 0 (1K=

A1=2,A=6, A3 =(—1)¥
k=2n (1, 2,2nm) punti di minimo relativo per ognineZ

k=2n+1 (1,2,(2n+ 1)m) punti sella perognine”Z

2) F ammette gradiente nell’origine, infatti

f(h,0);f(0,0)=ol VK £ 0 ]’(0,/<);f(0,0)=0
= VF(0, 0) = (0, 0)

Vh#0




Analisi Matematica II - A.A. 2023/2024 - CdS Ingegneria Civile e Meccanica

Per studiare la derivabilita di G osserviamo che

o ‘ t#0
w2
G(t)=F(t, t%) =
0 t=0
Dunque
G(t)—G(0) t/72 1
’ =i PE——— N _— = . =
G(O)—Itl_rB Itl_rB n 27éVF(O,O) (1,0)=0.

Ne deriva che F non e differenziabile in (0, 0).
Per studiare la continuita di F in (0, 0) portiamo innanzitutto gli esponenti a
denominatore allo stesso valore. Poniamo allora x = w, y = t3. Dobbiamo
allora calcolare
_ wht3

(w,tl)'—r»r(]o,O) wb + 6’
Passiamo a coordinate polari w =rcos#6, t =rsin 6 e consideriamo il valore
assoluto della funzione.

r’|cos* 6sin3 9| r

lim — <Ilim ———.
r—0 r6(cos® 6+ sin®0) ~ 0 (cos® 6 + sin® )

Sia g(0) = cos® 6+ sin® 6. Proviamo che il suo minimo assoluto & strettamen-

te positivo.

g’(0) —6C0Ss°0sinB+ 6sin® 6 cosO = 6sin O cosB(sin* 6— cos? ) =

= 65sin6cosO(sin®06—cos?0)=6sinOcosH(2sin’6—1)

Se risolviamo g’(8) = 0 otteniamo che i punti di minimo assoluto sono rag-

T T
giunti nei punti x = 2 + kE' Allora g(8) > g(n/4) = 1/4 e dunque

~ r’|cos*6sin3 6| .
lim — - <Iim — - <1lim4r=0,
r—0r6(cos® @ +sin®°0) r—0(cos®O+sin°0) r—0

uniformemente in 6. Pertanto F € continua in (0, 0).

3) L'insieme B € un compatto (€ la circonferenza di centro I'origine e raggio 2).

La funzione f e continua in B e quindi per il teorema di Weierstrass esistono
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massimi e minimi assoluti. Sia g(x) =2+ 2x%2+1=3+42x2%;g:[-2,2] = R.
La funzione g ha un minimo assoluto in x = 0 e due massimi assoluti per x =
+2. Allora la funzione f ammettera minimo assoluto in (0, £2) e massimo
assoluto in (£2, 0).

Metodo alternativo: f, g € C1(R%2\ {(0, 0)}), B & un compatto di R?\ {(0, 0)},
dunque per il teorema di Weierstrass esistono massimi e minimi assoluti.
Determiniamo i candidati con il metodo dello Jacobiano:

x2+y2=4
xX2+y?2=4

X
ﬁ+4x \/%yz _ o IS Bxy = 0 <~ (0,%2), (£2,0)
2x 2y
che sono esattamente i candidati individuati con il primo metodo.
Se vogliamo utilizzare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange osserviamo
che f,g € CY{(R?\ {(0,0)}), Zgn (Vg = (0,0)) = @. Posto F(x,y,q) =
VX2 +y2+2x2 + 1+ a(x? + y2 — 4) risulta VF = (0, 0, 0) se e solo se

X
——— +4x+2ax=0 X
5 > ——+4x+2ax=0
VX +]%/ /x2+y2
1 y(——=+2a)=0 = —=0 U
X2 +y?=4 x2+yt=4
( X
——+4x+2ax=0
VX2 +y?
1
| ——+2a=0
VX2 +y?
| X2 +y?=4

Dal primo sistema si ottiene (£2, 0) dal secondo (0, £2).
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C

Esonero 26 Marzo 2024 Civile[ ] Meccanica| | BES/DSA[ ]

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Determinare massimi e minimi relativi della funzione f(x, y, z) = x?(x — 3) +
(z—1)2—cosy.
[punti 12]

x4
2) Sia F : R2 — R definita da: F(x, y) = % se (x,y)#(0,0) e F(0,0)=0.
X4 +y

Siano x(t) = t3, y(t) = t. Quali delle seguente affermazioni sono corrette:

a) F e continua in (0, 0)

B) F ammette gradiente nell’origine
¥) VF(0,0) = (1,0)
6) F e differenziabile in (0, 0)

€) G(t):=F(x(t), y(t)) e derivabile nell’origine e G’(0) = VF(0, 0)-(x’(0), y’(0))

(Selezionare le risposte esatte e motivarle) [12 punti])

3) Sia f(x,y) = V/x2+y? + x2 — 1. Determinare i punti di massimo e di minimo
assoluti di f nell'insieme B = {(x,y) : X2+ y2 =16}. [punti 6]

Svolgimento
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1) Risulta f € C?(R3) quindi i punti di massimo o di minimo relativo devono

annullare il gradiente di f.

3x(x—2)=0
siny=0 = (xVy.2)=(0,km1); (x,y,2)=(2,km, 1) keZ.
2(z—1)=0

Calcoliamo ora le derivate seconde

oy, 2)=6x—6, fl(xy2)=0=f(x.y.2), f/(xy2)=0=f/(xY,2)
fxy.z)y=cosy, fI(x,y,2)=0=f](xy,2), f (xy2)=2.

6(x—1)—A 0 0
H(x,y,z2)— Al = 0 CoOSy—A 0
0 0 2—A
—6—A 0 0
det(H(0,km, 1)=Al)=| 0 (=1)k=A 0 [=(=6—A)(-1¥=A)(2-21)=0
0 0 2—A
A1 =—6, A =(—1)X, A3 =2 (0, km, 1) punti sella per ogni k€ Z
6—A 0 0
det(H(2,km, 1)=Al)=| 0 (=1)*—A 0 |=(6—AN(-1)*-A)(2-A)=0
0 0 2—A

A1=6, Ay =(=1)K, A3 =2
k=2n (2,2nm, 1) punti di minimo relativo perognine Z

k=2n+1 (2,(2n+ 1)m, 1) punti sella perognine”Z

2) Vedi esercizio 2 Compito A.

3) L'insieme B € un compatto (€ la circonferenza di centro I'origine e raggio 4).
La funzione f & continua in B e quindi per il teorema di Weierstrass esistono
massimi e minimi assoluti. Sia g(x)=4+x?—1=3+x2;g:[—4,4] = R. La

funzione g ha un minimo assoluto in x = 0 e due massimi assoluti per x =
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+4. Allora la funzione f ammettera minimo assoluto in (0, £4) e massimo
assoluto in (4, 0).

Metodo alternativo: f, g € C1(R2\ {(0, 0)}), B & un compatto di R2\ {(0, 0)},
dunque per il teorema di Weierstrass esistono massimi e minimi assoluti.

Determiniamo i candidati con il metodo dello Jacobiano:

x?+y?=16
X tox 2 Xe+y?=16 (£4,0), (0, +4)
e e L — L — , , ,
VX% +y? VX*+y?|=0 4xy =0
2x 2y

che sono esattamente i candidati individuati con il primo metodo.

Se vogliamo utilizzare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange osserviamo
che f,g € CY{(R?\ {(0,0)}), Zgn (Vg = (0,0)) = @. Posto F(x,y, a) =
VX2 +y2+x2—1+a(x?+ y?—16) risulta VF = (0, 0, 0) se e solo se

( X
+2x+2ax=0 y=0

ey 0
{ y——— = = B R
y(\/m + 2a) 0 /X2 n y2

+2x+2ax=0 y

2002 _ x2+y?2=16
| X“+Yy =16
1
—————+2a=0
VX2 +y?
X
| ———— +2x+2ax=0
VX2 +y?
x2+y?2=16

Dal primo sistema si ottiene (£4, 0) dal secondo (0, £4).
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Esonero 26 Marzo 2024 Civile[ ] Meccanica| | BES/DSA[ ]

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Determinare massimi e minimi relativi della funzione f(x, y, z) = x2(x — 3) +
(y—1)2—cosz.
[punti 12]

x4
2) Sia F : RZ2 — R definita da: F(x, y) = Tyz se (x,y)#(0,0) e F(0,0)=0.
X"ty

Siano x(t) = t, y(t) = t3. Quali delle seqguente affermazioni sono corrette:
a) F e continua in (0, 0)
B) F ammette gradiente nell’origine
¥) VF(0,0)=(0, 1)
6) G(t) :=F(x(t), y(t)) e derivabile nell’origine e G’(0) = VF(0, 0)-(x’(0), y’(0))
€) F & differenziabile in (0, 0)

(Selezionare le risposte esatte e motivarle [12 punti])

3) Sia f(x, y) = v/x2+ y2+ 2x? + 1. Determinare i punti di massimo e di minimo
assoluti di f nell’insieme B = {(x, y) : X2 + y? = 4}. [punti 6]

Svolgimento
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1) Risulta f € C?(R3) quindi i punti di massimo o di minimo relativo devono

annullare il gradiente di f.

3x(x—2)=0
2(y—1)=0 < (xy2)=(0,1,kmn); (x,y,z)=(2,1, km), keZ.

sinz=0
Calcoliamo ora le derivate seconde

oy, 2)=6(x—-1), [l (xy,2)=0=f"(xy.2), [ (xy,2)=0=f](Xy, 2)
oy 2)=2, fI(xy,2)=0=f](xy,2), [ (XY 2)=cosz

6(x—1)—A O 0
H(x,y,z2)— Al = 0 2—A 0
0 0 CoSzZ—A
—6—A O 0
det(H(0, 1L, km)—Al)=| 0 2—A 0 [=(=6—NR-A)((-1-1)=0
0 0 (=Dk=Ax
A1 =—6, A2 =2, A3 =(—1)X (0, 1, km) punti sella per ogni k€ Z
6—A O 0
det(H(2, 1, km—Al)=| 0 2-x 0 |=(6—ANR—-AN(-1)-A)=0
0 0 (=1k=Ax

A1=6, A2 =2, A3 =(=1)f
k=2n (2,1,2nm) punti di minimo relativo perognine Z

k=2n+1 (2,1,(2n+ 1)m) punti sella perognine 7

2) Vedi esercizio 2 Compito B.

3) L'insieme B € un compatto (€ la circonferenza di centro I'origine e raggio 2).
La funzione f & continua in B e quindi per il teorema di Weierstrass esistono
massimi e minimi assoluti. Sia g(x) =2+ 2x2+1=3+42x2;g:[-2,2] = R.

La funzione g ha un minimo assoluto in x = 0 e due massimi assoluti per x =
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+2. Allora la funzione f ammettera minimo assoluto in (0, £2) e massimo
assoluto in (£2, 0).

Metodo alternativo: f, g € C1(R2\ {(0, 0)}), B & un compatto di R2\ {(0, 0)},
dunque per il teorema di Weierstrass esistono massimi e minimi assoluti.

Determiniamo i candidati con il metodo dello Jacobiano:

X’ +y’=4
X iax 2 XEtys=4 (0, £2), (£2,0)
e e L — L — , , ,
VX2 +y2? VX2 +y?|=0 8xy =0
2x 2y

che sono esattamente i candidati individuati con il primo metodo.

Se vogliamo utilizzare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange osserviamo
che f,g € CY{(R?\ {(0,0)}), Zgn (Vg = (0,0)) = @. Posto F(x,y, a) =
VX2 +y2+2x2 + 1+ a(x? + y2 — 4) risulta VF = (0, 0, 0) se e solo se

( X
———+4x+2ax=0 X
5 5 ——+4x+2ax=0
VX +{ ’x2+y2
VX2 +y? 2 2
2 2 X“+y-=4
| X“+Yy =4
X
——+4x+ 2ax=0
VX2 + y?
1
| ———+2a=0
VX2 +y?
x2+y2=4

Dal primo sistema si ottiene (£2, 0) dal secondo (0, £2).
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C

Esonero 3 Maggio 2024 Civile| ]

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.
1) Risolvere il sequente problema di Cauchy:

x?y"” —4xy’ + 4y = /X
y(1)=1
y'(1)=0

2) Determinare il baricentro della lamina piana D, di densita costante uguale a

1, delimitatada x =0,y ==+1, e x2+ y2 < 2x quando x € [1, 2].
3) Determinare lI'integrale generale del seguente sistema lineare:

x'(t) =2x(t) + y(t)
y'(t) = 4x(t)—y(t)

Svolgimento

1) x2y”’ —4xy’ + 4y = 0 & una equazione equidimensionale di Eulero del secondo
ordine. Visto che il dato iniziale € calcolato in x = 1 poniamo x = e? e dunque

I’equazione diventa
(1) Y'(2)—y'(2)—4y'(2) + 4y(2) = €72,

guesta ultima € una equazione differenziale lineare del secondo ordine, com-
pleta, a coefficienti costanti. L’equazione caratteristica associata alla equa-
zione omogenea & a2 —5a+ 4 = 0 che ammette come soluzionia =1, a = 4.

Dunque l'integrale della equazione omogenea (in z) e dato da y(z) = c1e? +
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c,e*?. Determiniamo ora una soluzione particolare della equazione comple-
a 5a
ta, della forma h(z) = ae?2. Risulta 175 +4a=1 < a= 5 Pertanto

I'integrale generale di (1)

4
y(2) =167 + ce% + 7e2/2.

Deriviamola rispetto a z
/ z 4z 2 z/2
y'(2) =c1e + 4cre +7e .

Per determinare la soluzione particolare osserviamo che, se x = 1 allora

z =0 e quindi dobbiamo risolvere il sistema
4

y@=a+c+-=1 2 5

y’(0)=c1+4cz+7=0

La soluzione del problema di Cauchy ¢ allora

2 5 4
4
X)=-—x——x"+ =-+vx.
y(x) 3 21 7

2) L'insieme D & composto dal rettangolo [0, 1] x [—1, 1] e dalla semicirconfe-

renza destra di centro C(1,0) e raggio 1 ed e rappresentato in figura da:

T
La massa di D sara pari a 2 + > e, per simmetria, dovra risultare yg = 0.

Bastera allora calcolare xg. Denotiamo con D il rettangolo [0, 1] x [—1, 1]
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e con D> la semicirconferenza destra.

X =

2 2
JJ xdxdy = {JJ xdxdy + JJ xdxdy}
441 D 4+m D; Dy

2 L L 2
rn H{Jo xde_1 dy + JJDZ xdxdy} = rn n{l + JJDZ xdxdy}

Per calcolare il secondo integrale utilizziamo le coordinate polari nella forma:

X=1+4+rcost,y=rsintconre[0,1], ete[—mn/2, m/2]. Pertanto

XG

2
4+m
2

1 /2
1+f rdrf (1+rcost)dt}=
0 —T/2

1 /2 1 /2
rer dt + J r2er cos tdt} =
0 —1m/2

—/2

+ (Jol r2dr) . (JWZ cos tdt)} =

—T1/2

=
+
Nl Nl 5—

1
+§-2}

3) Dalla prima equazione y(t) = x’(t) — 2x(t). Derivando la prima equazione

rispetto a t e sostituendo y(t), y’(t) si ottiene x”/(t) — x’(t) — 6x(t) = 0 che

ha come equazione caratteristica a? —a— 6 = 0 (soluzioni a = 3, a = —2).

L'integrale generale e allora

x(t) = c1e3' + ce7?, X'(t) = 3c1e3t — 2¢c e 2t

y(t) = x'(t) = 2x(t) = c1e3t — 4ce 2t
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M

Esonero 3 Maggio 2024 Meccanica| |

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Disegnare l'insieme A= {(x,y,2) e R3: x2+y2 + 22 <1, x2>y2+ 22, x> 0}.
Riscrivere I'insieme A nella forma: {(x,y,2) e R3: (y,2) € D, a(y,z) < x <

B(y, 2)} e in coordinate cilindriche (con y e z polari)

2) Calcolare, sia in coordinate cartesiane che cilindriche,

J J f x(y? + z%)dxdydz.
A

3) Utilizzando le formule di Green, calcolare

(1—x)(1+y?)
¥ 1+ x2

dx +ydy

quando vy e il triangolo di vertici (0,0), (0,2), (1,0) percorso in verso antiorario

Svolgimento

1) Dax?+y?+2?2<1, x2>y?+ 7% x>0 si ottiene

V2422 <x?<1—y?—22 & x20 <= y2+22<x<1—-y2-22

1
V+22<1—y’ -7 = y2+2255

1
Pertanto, se denotiamo con D = {(y,2) : y2 + 22 < 5}, si ha:

A-{{(x,y,2)eR3:(y,2) €D, y/y2+z2 <x<1—y2—22},
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Per scrivere I'insieme A in coordinate cilindriche poniamo

X=X
y =pcoso
z=psin0
, V2
per quanto visto sopra 0 < p < B 0 €[0,2n], mentre p <x < 4/1—p2,

quindi

V2
A—>E={(x,p,9):ps7, 0€[0,2m], p<x<4/1—p?}.

2) Utilizzando il punto precedente si ha:

S
JJJ x(y? + z%)dxdydz = JJ (y? + zz)dydzf xdx =
A D Vy2+22

1 4 1—y2—22
_ - 2, 2\[+2 _
2 ffo(y *e )[X ]w2+z2 dydz =

1
= Eff (y? + 2°)(1 — 2y? — 22%)dydz
D
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A questo punto calcoliamo I'integrale doppio in coordinate polari (y =rcost,z=

rsint) e dunque:

1 1
JJJ x(y? + z°)dxdydz = — JJ (y?+ z%)(1—2y? —2z%)dydz = —J
A 2 D 2 0

v2/2 T
= nf (r*=2r3)dr=—.
0 48

v2/2 27

r3(1-— 2r2)drf Q

0

In coordinate cilindriche

2n V2/2 1—p2
UJ x(y? + z2)dxdydz = f “ xp3dxdpd6 = f dGJ p3dp J xdx =
A E 0 0 1]

27 v2/2 .
= dé 3(1—2p%)dp=—.
fo fo p>( p°)dp 8

3) Sia T il triangolo T= {(x,y) €R?:0<x <1, 0<y<2-—2x}. T &un dominio
regolare rispetto all’asse x e +Fr(T) = y percorsa in verso antiorario. Le

funzioni integrande sono di classe C1(T) pertanto

1—x)(1+y? 3 (1—x)(1+y? 3
(1 —x)( zy)dx+ydy _ rJ[__(( )( 2)/))Jr_)/]mml)/:
v 1+x JJT oy 1+x X
x—1)2 lix—1 2=2x
_ ( )ydxdy=f( )dxf 2ydy =
JJT 1+ x2 0 + X2 0
lax—1)3 L 2x 2
= [ ¥dx=4j {x—3+ + }dx=
Jo 1+x? 0 x2+1 x?2+1
x2

1
= 4[?— 3x+ log(x? + 1)+ 2 c1rctc1nx]0 =2m+4log2—10.
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Esonero 28 Maggio 2024

1) L’'integrale della forma differenziale
w=(e+ye)dx+[(x+ 1)eY + eX]dy

lungo un arco di circonferenza di centro (0, 0) e raggio r, orientata in verso
antiorario, e:
a. uguale a zero;
b. uguale a 2m;,
c. dipende dagli estremi dell’arco di circonferenza;
d. non dipende da r.
2a) Sia D = {(x,y,2) € R3 : x>+ y?>+2z?> <1, z 3> 0}. Scrivere le equazioni

della sua frontiera e calcolare il flusso del campo F : R® — R3 definito da

F(x,y, z) = (X3, y3, z3) uscente da Fr(D).

2b) Sia D = {(x,y,z) €e R® : x>+ y?+2z?> <1, z < 0}. Scrivere le equazioni
della sua frontiera e calcolare il flusso del campo F : R3 — R3 definito da

F(x,y,2) = (x3, y3, 23) uscente da Fr(D).

. . X n
3) Laserie 3, _, (m) e

a. convergente uniformemente in R, ma non totalmente in R;

b. convergente puntualmente in R, ma non uniformemente in R;

c. convergente puntualmente in (0, +o0), ma non uniformemente in (0, +0);
d. convergente totalmente in R;

e. nessuna delle altre risposte e corretta.
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Svolgimento

1) La forma differenziale lineare w & di classe C! in tutto R2. Siccome R2 non ha

buchi allora, in questo caso, w e chiusa se e solo se & esatta. Risulta
0
— (e +yeX)=¢eV+e¥
oy
2
—[(x+1)eY+e*]=¢e¥ + e
oXx

Determiniamo la classe delle primitive di w.

Ux, y) = f(ey +yeX)dx =xe’ + ye*+f(y), feC'(R)

%(xey +ye*+fy))=xe’+eX+f'(y)=[(x+1e"+e*] =f(y)=¢€

Ulx,y)=xe¥+ye*+e’+c, ceR.
Siaora y=(x(t), y(t))=(rcost, rsint),a<t<bcon0<a<b<?2m Siha
Jw = U(rcosb,rsinb)—U(rcosa,rsina),
Y

pertanto dipende dagli estremi dell’arco di circonferenza.

2a) L'insieme D e la semisfera (piena) contenuta nell’emisfero boreale ed e un

dominio regolare. La sua frontiera e costituita da:

{(xy,2)eR3:z=4/1—-x2—y2}u{(x,¥,0) eR®: x* + y? < 1}.

La funzione F € C1(D) e quindi si pud applicare il teorema della divergenza e

poi passare a coordinate sferiche:

f F-nedS ”J v-Fdxdydz=3” (x? + y? + z°) dxdydz =
Fr(D) D D

/2 27 1 6
= BJ sinGdGJ d(pJ ridr = —m.
0 0 0 5
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2b) L'insieme D e la semisfera (piena) contenuta nell’emisfero australe ed e un

dominio regolare. La sua frontiera & costituita da:

{(x,y,2)eR3:z=—4/1—-x2—y2} U{(x,y,0) eR® : x* + y? < 1}.

La funzione F € C1(D) e quindi si pud applicare il teorema della divergenza e

poi passare a coordinate sferiche:

J F-nedS fff V-Fdxdydz =3 JJ (X + y? + z°) dxdydz =
Fr(D)
2n
= 3J smedef dqof 4dr——

3) Sia g: R — R definita da: g(x) = s

5- 9 € una funzione dispari e risulta:
X

09 (1+x2)—2x2 1—x2 -0 Xl <1
X = = — X| < 1.
g 1+x22  (1+x2)?

Inoltre

Jim,900=0

e dunque .
lg(x) < g(1) = > VXeR

1
Poniamo allora L, = on- La serie data risulta convergente totalmente su

tutto R. .

Esonero 4 Novembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.
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Svolgere i seguenti esercizi. Lesercizio 1 va risolto motivando adegua-

tamente i passaggi e i risultati.

1) Determinare, se esistono, massimi e minimi assoluti della funzione f(x, y, z) =

X+ z nell'insieme A= {(x,y,z) eR3:x2+y?=1, y?+2z2=2}. [16 puntil

1/e adx
2) L’integrale generalizzato J —— !
o Xxlog“x
(a) converge a 1;
(b) diverge perché lim = 4 00;

x—0* x log® x

(c) converge a 0;

(d) non esiste, perché la funzione f(x) = - non e definita in x = 0.
xlog“ x

(Selezionare la risposta esatta [5 punti])

—nm<x<0
3) Il coefficiente by nello sviluppo in serie di Fourier di f(x) =

cos(2x), 0<x<m
vale

(a) m;

(b) nessuno dei valori & corretto;

(Selezionare la risposta esatta [5 punti])

of
4) Sia f(x, y) = y*e3*. La derivata direzionale a—(O,—l) € massima nella direzio-
]
ne:

(@) v=(3,—4);

(b) —(3 4)'
U= g,—g ’

© _(4 3)_
V=5

(d) nessuna delle altre risposte e corretta.
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(Selezionare la risposta esatta [4 punti])
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Esonero 4 Novembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |
Nome: Cognome Matr.

Svolgere i seguenti esercizi. Lesercizio 1 va risolto motivando adegua-

tamente i passaggi e i risultati.

1) Determinare, se esistono, massimi e minimi assoluti della funzione f(x, y, z) =

x—y nellinsieme A= {(x,y,2)€R3:x2+y?2 =1, y2+2z2=2}. [16 puntil

_ _ +to dx
2) L’'integrale generalizzato _—
0 1+ 4x2
(a) diverge;
(b) convergea 0= Ilim

x—+0 ] 4 4x2°
1
(c) converge a Z;

1
(d) converge a 3

(Selezionare la risposta esatta [5 punti])
. 0 —-1<x<0 , -
3) La funzione f(x) = ha periodo T = 2. Il coefficiente a3 vale
x 0<x<1
) 2

9m2’

2) 0;

3) 2
3m2’

4) nessuna delle risposte precedenti e esatta.

(Selezionare la risposta esatta [5 punti])
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e) 4
4) Sia f(x,y) = e®*siny. La derivata direzionale a—f(o, E) € massima nella
U

direzione:

V3
@ v=(1,—=)

2
V21 247
b)u=|——— — |
7 7
247 V21
QQu=l—, —1|
7 7

(d) nessuna delle altre risposte e corretta.

(Selezionare la risposta esatta [4 punti])
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C

Esonero 4 Novembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ ]
Nome: Cognome Matr.

Svolgere i seguenti esercizi. Lesercizio 1 va risolto motivando adegua-

tamente i passaggi e i risultati.

1) Determinare, se esistono, massimi e minimi assoluti della funzione f(x, y, z) =
y+znelllinsieme A= {(x,y,z) eR3 : x> +y? =1, y?+2z2=2}. [16 puntil

1

2) L'integrale generalizzato f log x dx:
0

(a) diverge perché IirQ log x = —o0;
x—0+

(b) converge a —1;

(c) converge a 1;

(d) e uguale al valore del seguente limite: blir(r)1+(logb— b).
(Selezionare la risposta esatta [5 puntil)

o . _ o . _ 0, —Tn<x<0
3) Il coefficiente by nello sviluppo in serie di Fourier di f(x) =

sinx, 0<x<m
vale

1 .
(a) >
(b) 1;
1
(c) E.
(d) nessuno dei valori & corretto.

(Selezionare la risposta esatta [5 punti])
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d
4) Sia f(x, y) = y*e3X. La derivata direzionale a—f(O,—l) é nulla nella direzione:
U

(a) U= (3; _4)1

b _ 3 4 .
()U—(g,—g).

(©) _(4 3).
C) u= g,g ;

(d) nessuna delle altre risposte e corretta.

(Selezionare la risposta esatta [4 punti])
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D

Esonero 4 Novembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |
Nome: Cognome Matr.

Svolgere i seqguenti esercizi. Lesercizio 1 va risolto motivando adegua-

tamente i passaggi e i risultati.

1) Determinare, se esistono, massimi e minimi assoluti della funzione f(x, y, z) =

X+ z nell'insieme A= {(x,y,2)€eR3:x? +z2=1, x°+y?=2}. [16 punti]

-1 dx
2) L’'integrale generalizzato :
9 9 3 ¥x+1
(a) diverge;
5
(b) converge a ———;
Tz
(c) non esiste, perché la funzione f(x) = non e definita in x =—1;
(d) >
converge a ———.
V2
(Selezionare la risposta esatta [5 puntil)
, 0 —-1<x<0 , -
3) La funzione f(x) = ha periodo T = 2. Il coefficiente bs vale
x 0<x<1
1
1) ——;
am
1
2) —;
4T
3) -
16m2’

4) nessuna delle risposte precedenti € esatta.

(Selezionare la risposta esatta [5 punti])
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0 T
4) Sia f(x, y) = e**siny. La derivata direzionale P (O, E) e nulla nella direzione:
U

V3
(@ v=(1,—=)

2
V21 247
b)uv=|{——— —1|
7 7
247 V21
Qu=|—m—1|
7 7

(d) nessuna delle altre risposte e corretta.

(Selezionare la risposta esatta [4 punti])
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Esonero 4 Novembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |
Nome: Cognome Matr.

Svolgere i seguenti esercizi. Lesercizio 1 va risolto motivando adegua-

tamente i passaggi e i risultati.

1) Determinare, se esistono, massimi e minimi assoluti della funzione f(x, y, z) =

x—y nellinsieme A= {(x,y,2)€R3:x2+22=1, x2+y?2=2}. [16 puntil

1/e adx
2) L’integrale generalizzato f — !
o Xxlog“x

(a) non esiste, perché la funzione f(x) = non e definita in x = 0;

xlog? x

(b) converge a 0;

(c) diverge perché lim ——— = +00;
x—=0* xlog“ x

(d) converge a 1.
(Selezionare la risposta esatta [5 punti])

—nm<x<0
3) Il coefficiente a; nello sviluppo in serie di Fourier di f(x) =

cos(2x), 0<x<m
vale
(a) nessuno dei valori e corretto;
(b) L
2'
i
(c) =

2
(d) 1.
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(Selezionare la risposta esatta [5 punti])
d
4) Sia f(x, y) = y*e3X. La derivata direzionale a—f(O,—l) é nulla nella direzione:
U

(@) u=(3,—4);

b _ 3 4 .
()U—(g,—g).

(©) _(4 3).
C) u= g,g ;

(d) nessuna delle altre risposte e corretta.

(Selezionare la risposta esatta [4 punti])
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F

Esonero 4 Novembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |
Nome: Cognome Matr.

Svolgere i seguenti esercizi. Lesercizio 1 va risolto motivando adegua-

tamente i passaggi e i risultati.

1) Determinare, se esistono, massimi e minimi assoluti della funzione f(x, y, z) =

y+ 2z nelllinsieme A= {(x,y,z2) eR3: x2+ 22 =1, x?+y? =2}. [16 punti]

+to dx
2) L’'integrale generalizzato f _—
o Ll+4x?

1L
(a) converge a E;

1
(b) converge a Z;

(c) convergea 0= lim

x—+0 ] 4 4x2°
(d) diverge. (Selezionare la risposta esatta [5 punti])
. —-1<x<0 . .
3) La funzione f(x) = ha periodo T = 2. Il coefficiente a3 vale
x 0<x<1
1) O;
) 2
on2’
3) —=—:
) 3m?

4) nessuna delle risposte precedenti € esatta.

(Selezionare la risposta esatta [5 punti])
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0 T
4) Sia f(x, y) = e**siny. La derivata direzionale P (O, E) e nulla nella direzione:
U

V3
(@ v=(1,—=)

2
247 V21
b)uv=|——"—|;
7 7
V21 247
Qu=|—— —1|
7 7

(d) nessuna delle altre risposte e corretta.

(Selezionare la risposta esatta [4 punti])
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G

Esonero 4 Novembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ ]
Nome: Cognome Matr.

Svolgere i seguenti esercizi. Lesercizio 1 va risolto motivando adegua-

tamente i passaggi e i risultati.

1) Determinare, se esistono, massimi e minimi assoluti della funzione f(x, y, z) =
X+ z nell'insieme A= {(x,y,z) eR3: x2+y? =2, y?+2z2=1}. [16 puntil

1

2) L’'integrale generalizzato f log x dx:
0

(a) & uguale al valore del seguente limite: blirgl(logb— b);
(b) converge a +1;
(c) converge a —1;

(d) diverge perché Iirg logx = —o0.
X— +

(Selezionare la risposta esatta [5 punti])

3) Il coefficiente a; nello sviluppo in serie di Fourier di f(x) =
sinx, 0<x<m

vale
(a) O;
b) —;
(b) >
(c) nessuno dei valori e corretto;

(d) =
E-
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(Selezionare la risposta esatta [5 punti])

d
4) Sia f(x, y) = y*e3X. La derivata direzionale a—f(o,—l) & massima nella direzio-
U

ne:

(a) u=(3,—4);

(d) nessuna delle altre risposte & corretta.

(Selezionare la risposta esatta [4 punti])
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H

Esonero 4 Novembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |
Nome: Cognome Matr.

Svolgere i seqguenti esercizi. Lesercizio 1 va risolto motivando adegua-

tamente i passaggi e i risultati.

1) Determinare, se esistono, massimi e minimi assoluti della funzione f(x, y, z) =

x—y nellinsieme A= {(x,y,2) eR3:x?+y? =2, y>’+2z?2=1}. [16 punti]

-1 dx
2) L’integrale generalizzato :
9 9 3 ¥x+1
(a) °
a) converge a ———;
T
(b) diverge;
3
(c) converge a ———;
V2
1
(d) non esiste, perché la funzione f(x) = non e definita in x =—1.
P 109= ==
(Selezionare la risposta esatta [5 puntil)
_ 0 —-1<x<£0 _ o
3) La funzione f(x) = ha periodo T = 2. Il coefficiente by vale
x 0<x<l1
1
1) +—;
am
1
2) ——;
4T
3) !
16m2’

4) nessuna delle risposte precedenti € esatta.

(Selezionare la risposta esatta [5 punti])
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e) 4
4) Sia f(x,y) = e®*siny. La derivata direzionale a—f(o, E) € massima nella
U

direzione:
( V21 2ﬁ)
@u=|-——7— —1|
7 7
V3
(b) U=(1,7);
(2ﬁ Jﬁ)
QQu=|—m"—1|
7 7

(d) nessuna delle altre risposte e corretta.

(Selezionare la risposta esatta [4 punti])
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Svolgimento

1A) L’insieme A c R3 & un compatto, infatti & limitato: A c [—1, 1] x [—+2, ¥2] x

[—+2, V2] e posto gi1(x,y,2) = x2 + y? e g2(X,y,2) = y?> + 2%, g1 € g2 SOno
continuee A= g;l(l) N 951(2) e dungue € un chiuso perché inversa immagi-
ne di chiusi.

La funzione f e continua, dunque per il teorema di Weierstrass ammette mas-
simi e minimi assoluti.

Per determinare questi punti osserviamo che f € C1(A), A° = @ e quindi non
Ci sono punti interni in cui applicare il teorema di Fermat. (tutti i punti sono di

frontiera) Inoltre, posto

P1(x,y,2)=x>+y>’—1=0, ¢a(x,y,z2)=y’+2z>2—2=0,
F(x,y,z,a,b)=f(x,y,z)+ api(x,y, 2) + bo2(x, y, 2),

i punti di massimo e di minimo assoluti devono soddisfare uno dei due sistemi

( %1 391 g
ax ay 0z | _
rango A 2
( 991 991 991 X ay 9z
X ay 9z
rango 39: 392 392 <1 F/(x,y,2,a,b)=0
90X ay 0z , < F/ (X, y,z,Q, b) =0
¢1(x,y,2)=0 y
F'(x,y,z,a,b)=0
| $2(x,y,2)=0
$1(x,y,2)=0
\ $2(x,y,2)=0
Risulta

991 991 991
ax oy oz
992 992 992
ax oy oz

<l < xy=0, xz=0, yz=0.

¢$1=0 $2=0
x=0 y=%1 = z=%1 (= yz#0)
y=0 & x==%1 ¢2=> z=xvV2 (= xz#0)
z=0 ¢2=> y=:I:\/E ¢1=xe®
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1B)

Quindi il primo sistema non ammette soluzioni. Andiamo a determinare quelle

del secondo sistema (moltiplicatori di Lagrange).

(

(x,y,z) €A (X,y,z)leA,a;é0,b7é0
1+2ClX=O X=_5
2ay +2by =0 y(a+b)=0

e < 1
1+2bz=0 S

2b

2 2 _
x“+ys=1 ayie1
24 52
yc-+z:=2 Ly2+22=2

Sey=0allorax==%1, z=++2.

Se a+ b =0 allora z=—x e quindi non ci sono soluzioni comuni ai due vincoli.
Rimangono pertanto individuati 4 punti (1, 0, £+/2). Per studiarne la natura
utilizziamo Weierstrass. Se calcoliamo i valori di f in questi punti osserviamo
che f(1,0, ¥2) = 1 + ¥/2 & il massimo assoluto, f(—1,0,—v2) =—-1—+v2 &l

minimo assoluto.

L'insieme A c R3 & un compatto, infatti & limitato: A c [—1,1] x [—v/2, ¥2] x
[—+/2, V2] e posto g1(x,y,2) = x> + y? e g2(X,y,2) = y? + 22, g1 e g2 sono
continuee A= g;l(l) N 951(2) e dunque € un chiuso perché inversa immagi-
ne di chiusi.

La funzione f e continua, dunque per il teorema di Weierstrass ammette mas-
simi e minimi assoluti.

Per determinare questi punti osserviamo che f € C}(A), A° = @ e quindi non
Ci sono punti interni in cui applicare il teorema di Fermat. (tutti i punti sono di

frontiera) Inoltre, posto

P1(X,y,2)=x>+y?>—1=0, ¢2(x,y,z)=y’+2>2—2=0,

F(x,y,z,a,b)=f(x,y,z) + ap1(x, y, 2) + bp2(x, y, 2),
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i punti di massimo e di minimo assoluti devono soddisfare uno dei due sistemi

( 291 31 3
ax 3y oz | _
rango 30; 39 99s =2
( 991 991 991 X ay 9z
X ay 9z
0X ay 0z , < F/(X,y,Z,a,b)=0
¢1(x,y,2)=0 y
F(x,y,z,a,b)=0
| ¢$2(x,y,2)=0
p1(x.y,z) =
\¢2(X'YIZ)=
Risulta
991 391 991
ax 3y oz _ _ _
392 292 092 <1 < xy=0, xz=0, yz=0.
oX oy 9z
¢$1=0 ¢2=0
x=0 y=%1 = 2z=zx1 (= yz#0)
y=0 & x==%1 ¢2=> z=%++2 (= xz#0)
z=0 ¢2=> y=:I:\/§ ¢1=xe®

Quindi il primo sistema non ammette soluzioni. Andiamo a determinare quelle

del secondo sistema (moltiplicatori di Lagrange).

(X,y,2) €A [((.y.2)€A, a0, b=0
1+2ax=0 =_i
| —1+2ay+2by=0 %@

2bz=0 Y=%

x2+y?=1 x2+y?=1

Y2422 =2 Ly2+22=2
Sea=QaIIoraX=—§,y—g' :I:?. Sea=—§a|lorax=§,y=
2 =278

Se z=0 allora x2 + 1 =0 e quindi il sistema non ammette soluzioni.

V2 ‘/_ 1/_) Per

Rimangono pertanto individuati 4 punti (—— ) e (— -5

2’2’
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studiarne la natura utilizziamo Weierstrass. Se calcoliamo i valori di f in

questi punti osserviamo che f(‘%—@,d:@) = +/2 & il massimo assoluto,
f —g, g i@) = —4/2 & il minimo assoluto.

1C) L'insieme A c R3 & un compatto, infatti & limitato: A c [—1, 1] x [—v/2, ¥2] x
[—v2, ¥/2] e posto g1(x,y,z) = x2+y?2 e g2(x,y,2) = y2 + z%, g1 e g> sono
continue e A = g;l(l) n g§1(2) e dunque e un chiuso perché inversa immagi-
ne di chiusi.

La funzione f € continua, dunque per il teorema di Weierstrass ammette mas-
simi e minimi assoluti.

Per determinare questi punti osserviamo che f € C1(A), A° = @ e quindi non
Ci sono punti interni in cui applicare il teorema di Fermat. (tutti i punti sono di

frontiera) Inoltre, posto

P1(x,y,2)=x>+y>—1=0, ¢a(x,y,z)=y’+2z>°—2=0,

F(X, y.zaq, b) :f(xlyr Z) + a¢1(xl Yy, Z) + b¢2(X,yf Z)/

i punti di massimo e di minimo assoluti devono soddisfare uno dei due sistemi

991 991 9%

90X 3% 0z _
rango| 7 o se | = 2
91 391 291 ox oy 9z
9X 3% 0z
rango 39, 29 392 <1 F;(X, y,z,a,b) =0
X oy 0z , { F (X, v,z a, b) -0
¢1(Xr Yy, Z) =0 }//
Fi(x,y,z,a,b)=0
$2(x,y,2)=0
¢1(X, Yy, Z) =0
Risulta

991 991 991
X 9y 07 g1 e xy=0 xz=0 z=0
992 392 392 | T y="5 Y '
ax ay oz
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1D)

$1=0 $2=0
x=0 = y=%1 = z=z%1 (=yz#0)
y=0 ¢1=> x==1 ¢2=> z=xv2 (= xz#0)
z=0 ¢2= y=+v2 ¢1=>xe®

Quindi il primo sistema non ammette soluzioni. Andiamo a determinare quelle

del secondo sistema (moltiplicatori di Lagrange).

(x,y,2z) €A r(x,y,z)GA,a=0rb7é0
2ax =0 y__i
1+ 2ay+2by=0 21b
—r i =
1+2bz=0 2b
x24+y2=1 x2+y2=1
y2 422 =2 Ly2+22=2

Seb:%aIIorax:O,y:—l,z:—l. Seb:—; allorax=0,y=1,z=1.
Sex=0alloray=+£1,z==+1.

Rimangono pertanto individuati 4 punti (0,+1,+1). Per studiarne la natura
utilizziamo Weierstrass. Se calcoliamo i valori di f in questi punti osservia-
mo che f(0,1,1) = 2 e il massimo assoluto, f(0,—1,—1) = —2 e il minimo

assoluto.

L’'insieme A c R3 & un compatto, infatti & limitato: A c [—v2, ¥2]1x[—+v2, ¥2]x
[—1,1] e posto g1(x, ¥y, 2) =x2 + 22 e g2(X, ¥, Z) = X2 + y2, g1 e g> sono conti-
nue e A= g;l(l) N 951(2) e dunqgue e un chiuso perché inversa immagine di
chiusi.

La funzione f e continua, dunque per il teorema di Weierstrass ammette mas-
simi e minimi assoluti.

Per determinare questi punti osserviamo che f € C1(A), A° = @ e quindi non

Ci sono punti interni in cui applicare il teorema di Fermat. (tutti i punti sono di
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frontiera) Inoltre, posto
P1(x,y,2)=x>+22—1=0, ¢(x,y,2)=x>+y’>—2=0,

F(x,y,z,a,b)=f(x,y,2) + ap1(x, y, 2) + bp2(x, y, 2),

i punti di massimo e di minimo assoluti devono soddisfare uno dei due sistemi

( 31 291 301
ax 3y oz | _
rango o0, 992 99 =2
( g1 991 991 ax 9y oz
ax 3y oz
3% ay 8z , ] F;/(x,y,z,a,b)=0
¢$1(x,y,2)=0
F(x,y,z,a,b)=0
$2(x,y,2)=0
¢$1(x,y,2)=0
\ ¢2(lerz)=0
Risulta
991 991 391
ax ay oz — — —
302 22 002 <l < xy=0, xz=0, yz=0.
ax 9y oz
=0 =0
x=0 b z==1 ¢2=> y=+v2 (= yz#0)
=0 =0
y=0 % x=%v2 ¢1= ZED
¢$1=0 ¢>=0
z=0 = x=x1 = y=%1 (= xy#0).

Quindi il primo sistema non ammette soluzioni. Andiamo a determinare quelle

del secondo sistema (moltiplicatori di Lagrange).

(x,y,2) €A [ (.y,2)€A, a0, b=0
1+2ax+2bx=0 1
2by =0 a
i = =_i
1+2az=0 2a
2+72=1 x2+2z2=1
X2 4y2 =2 \x2+y2—2
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1E)

Seb=0allorax=z=% ,y :l:‘/_oppurex z——g,yzzt@.

Se y =0 allora z2 + 1 = 0 e quindi il sistema non ammette soluzioni.

Rimangono pertanto individuati 4 punti (‘/_ ‘/_ ‘/_) e ‘/_, i‘/z_,—‘/—_) Per
studiarne la natura utilizziamo Weierstrass. Se calcollamo i valori di f in questi
punti osserviamo chef(‘/_ ‘/_ ‘/_) = /2 & il massimo assoluto, f(—£, ﬂ:@—% =

—4+/2 & il minimo assoluto.

L’'insieme A c R3 & un compatto, infatti & limitato: A c [—v2, ¥2]1x[—+v2, ¥2]x
[—1,1] e posto g1(x,y, 2) =x2 + 22 e g2(X, ¥, Z) = X2 + y2, g1 e g> sono conti-
nue e A = g;l(l) n 951(2) e dunqgue e un chiuso perché inversa immagine di
chiusi.

La funzione f e continua, dunque per il teorema di Weierstrass ammette mas-
simi e minimi assoluti.

Per determinare questi punti osserviamo che f € C1(A), A° = @ e quindi non
Ci sono punti interni in cui applicare il teorema di Fermat. (tutti i punti sono di

frontiera) Inoltre, posto

D10, y,2)=x>+2°—1=0, ¢a(x,y,2)=x>+y*’—2=0,

F(lel Z,q, b) =f(xl vy, Z) + a¢1(xlyl Z) + b¢2(X, Y, Z),

i punti di massimo e di minimo assoluti devono soddisfare uno dei due sistemi

( 31 391 9
ax oy o0z | _
rango 59, 99z 3gx | = 2
( 991 991 991 ax ay 9z
ax oy oz
rango| »o, ag, agr | S 1 F/(x,y,z,a,b)=0
90X ay 0z , 4 F}I/(X, v.zq, b) -0
o1(x,y,2) = ,
F(x,y,z,a,b)=0
\ $2(x,y,2) =
$1(x,y,2)=0
{ ¢2(X, y/ Z) = O
Risulta

991 991 9N

X 9y 92 1<) e xy=0 xz=0 z=0
992 9392 392 | T y="=5 Y '
ax ay oz
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x=0 % z==1 ¢2=> y=xv2 (= yz#0)
y=0 ¢2=> X=%v2 ¢1=> ze®

S
o

1=

=0
z=0 = x==#1 ¢2=>y::|:1 (= xy #0).

Quindi il primo sistema non ammette soluzioni. Andiamo a determinare quelle

del secondo sistema (moltiplicatori di Lagrange).

(x,y,2) €A r(x,y,z)GA,a=0rb7é0
1+2ax+2bx=0 N

—1+2by=0 2b

2az=0 2b

x2422=1 x2+2z2=1

X2 4y2=2 Lx2+y2=2

Seb:;allorax:—l,yzl,z:o. Seb:—; allorax=1,y=-1,z=0.
Sez=0allorax==+1, y=+1.

Rimangono pertanto individuati 4 punti (£1,+1,0). Per studiarne la natura
utilizziamo Weierstrass. Se calcoliamo i valori di f in questi punti osservia-
mo che f(1,—1,0) = 2 e il massimo assoluto, f(—1,1,0) = —2 e il minimo

assoluto.

1F) L’insieme A c R3 & un compatto, infatti & limitato: A c [—v2, ¥2]x[—+v2, ¥V2]x
[—1,1] e posto g1(x, ¥y, 2) =x2 + 22 e g2(X, ¥, Z) = X2 + y2, g1 e g> sono conti-
nue e A= g;l(l) N 951(2) e dunqgue e un chiuso perché inversa immagine di
chiusi.
La funzione f e continua, dunque per il teorema di Weierstrass ammette mas-
simi e minimi assoluti.
Per determinare questi punti osserviamo che f € C1(A), A° = @ e quindi non

Ci sono punti interni in cui applicare il teorema di Fermat. (tutti i punti sono di



Analisi Matematica II

frontiera) Inoltre, posto

- A.A. 2024/2025 -

CdS Ingegneria Informatica ed Elettronica

P2(x,y,2)=x>+y?>—2=0,

F(x,y,z,a,b)=f(x,y,2) + ap1(x, y, 2) + bp2(x, y, 2),

i punti di massimo e di minimo assoluti devono soddisfare uno dei due sistemi

( 91 291 391

rango

ax oy oz 2

( 991 991 991
rango a‘; f’l a"izz
ax oy oz
¢1(x,y,2)=0
$2(x,y,2)=0
Risulta

991 991 991
ax oy oz
992 992 992
ax oy oz

<l << xy=0,

992 992 992
ax 9y oz

F.(x,y,z,a,b)=0

9 F;/(x, y.z,a,b)=0
F(x,y,z,a,b)=0
¢1(x,y,2)=0

| $2(x,y,2)=0

xz=0, yz=0.

x=0 o z==1 ¢2=> y=xv2 (= yz#0)
y=0 % X==%xv2 ¢1= ze®d

¢$1=0 $2=0
z=0 = x=x1 = y=%1 (= xy#0).

Quindi il primo sistema non ammette soluzioni. Andiamo a determinare quelle

del secondo sistema (moltiplicatori di Lagrange).

(x,y,z) €A
2ax+2bx=0
1+2by=0

{ 2+2az=0
x?+z2=1

| X2 +y?=2

(x,v,2)€A, a#0,b#0
x(a+b)=0

y=-—1/2b

z=-1/a

x2+2z2=1

| X2 +y?=2
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Sex=0alloray=++v2, z=+1.

Sea+b=0alloray = —;z e quindi non ci sono soluzioni comuni ai due vincoli.
Rimangono pertanto individuati 4 punti (0, £+/2, £1). Per studiarne la natura
utilizziamo Weierstrass. Se calcoliamo i valori di f in questi punti osserviamo
che f(0, ¥2,1) = 2 + ¥/2 & il massimo assoluto, f(0,—v2,—-1)=—-2—+v2 &l

minimo assoluto.

L’'insieme A c R3 & un compatto, infatti & limitato: A c [—v/2, ¥2]1x[—+v2, ¥2]x
[—1,1] e posto gi1(x, ¥, 2) =x2 + y2 e g2(Xx, y, 2) = y? + z2, g1 e g> sono conti-
nue e A = 911(2) n g;l(l) e dunque e un chiuso perché inversa immagine di
chiusi.

La funzione f e continua, dunque per il teorema di Weierstrass ammette mas-
simi e minimi assoluti.

Per determinare questi punti osserviamo che f € C}(A), A° = @ e quindi non
Ci sono punti interni in cui applicare il teorema di Fermat. (tutti i punti sono di

frontiera) Inoltre, posto

P1(x,y,2)=x*>+y*>—2=0, ¢(x,y,2)=y’+2°—1=0,
F(lel ZI al b) =f(xlyl z)+ a¢1(xlylz)+ b¢2(xly’ Z)’

i punti di massimo e di minimo assoluti devono soddisfare uno dei due sistemi

( g1 391 egy
90X oy 9z _
rango 20 29 -2
( 991 991 991 ax ay oz
[s) ) 3
range @ i i =1 F/(x,y,z,a,b)=0
ax oy oz ] F}’/(x,y, z,a,b)=0
¢1(lelz)=o F/(X,y,Z, a’ b):o
= V4
| $2(x,y,2)=0 oty )20
1 ’ ’ -
| 92(x,y,2)=0
Risulta
991 991 991
oX oy 0z _ _ _

hd

oy

0z
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1H)

x=0 ¢1=> y==%xv2 ¢2=> ze®@

y=0 ¢1=> X=%v2 ¢2=> z==x1 (= xz#0)
$2=0 ¢$1=0

z=0 = y=+1 = x=z%x1 (=xy#0)

Quindi il primo sistema non ammette soluzioni. Andiamo a determinare quelle

del secondo sistema (moltiplicatori di Lagrange).

(

1+2ax=0 X:—z
2ay + 2by =0 y(a+b)=0
1+2bz=0 s

2b
2 2 _
X +y =2 24 y? =2
2 2 _
yc+z:=1 Ly2+22=1

Sey=0allorax==x+2, z=+1.

Se a+ b =0 allora z=—x e quindi non ci sono soluzioni comuni ai due vincoli.
Rimangono pertanto individuati 4 punti (£+2, 0, £1). Per studiarne la natura
utilizziamo Weierstrass. Se calcoliamo i valori di f in questi punti osserviamo
che f(¥2,0,1) = 1 4+ /2 & il massimo assoluto, f(—+2,0,-1) =—-1—+v2 &l

minimo assoluto.

L’'insieme A c R3 & un compatto, infatti & limitato: A c [—v/2, ¥2]1x[—+v2, ¥2]x
[—1,1] e posto gi(x, ¥, 2) =x2 + y2 e g2(Xx, ¥, 2) = y? + z2, g1 e g> sono conti-
nue e A = 911(2) n g;l(l) e dunqgue e un chiuso perché inversa immagine di
chiusi.

La funzione f e continua, dunque per il teorema di Weierstrass ammette mas-
simi e minimi assoluti.

Per determinare questi punti osserviamo che f € C}(A), A° = @ e quindi non

Ci sono punti interni in cui applicare il teorema di Fermat. (tutti i punti sono di
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frontiera) Inoltre, posto

P1(x,y,2)=x*>+y*>—2=0, ¢2(x,y,2)=y’+2°—1=0,

F(x,y,z,a,b)=f(x,y,z) + ap1(x, y, 2) + bp2(x, y, 2),

i punti di massimo e di minimo assoluti devono soddisfare uno dei due sistemi

( 891 891 ag1
90X ay 0z _
rango 20 o 9 -2
r % ‘%ﬂ aﬂ oX ay 9z
X ay V4
rango <1 , _
91 202 202 20> F/(x,y,z,a,b)=0
X 0 0z
y , 1 F;/(x,y,z,a,b)=o
¢1(Xry,Z)=0

F(x,y,z,a,b)=0
$1(x,y,2z)=0
\ ¢2(X, yr Z) = O

| $2(x,y,2)=0

Risulta
991 991 9g1
ox ay oz
992 992 992
ax a9y oz

<l < xy=0, xz=0, yz=0.

h y::l:\/i ¢2:> ze®@

x=0

y=0 = x=+v2 & =11 (= xz #0)
$2=0 $1=0

z=0 = y=x1 = x==x1 (=xy#0)

Quindi il primo sistema non ammette soluzioni. Andiamo a determinare quelle

del secondo sistema (moltiplicatori di Lagrange).

x.y,z)eA (x,v,2)€EA, a#0,b=0
1+2ax=0 _ 1
—1+2ay+2by=0 24
2bz=0 2a
X2 +y2=2 X2 +y?=2
|y +22=1 Ly2+22=1
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Sea:%allorax:—l,yzl,z:o. Sea:—% allorax=1,y=-1,z=0.
Sez=0alloray=+1, x=+1.

Rimangono pertanto individuati 4 punti (£1, £1, 0). Per studiarne la natura
utilizziamo Weierstrass. Se calcoliamo i valori di f in questi punti osservia-
mo che f(1,—1,0) = 2 e il massimo assoluto, f(—1,1,0) = —2 e il minimo

assoluto.

a). La funzione f(x) = e illimitata in prossimita di x = 0. Inoltre, € una

xlog? x

funzione continua e quindi integrabile in ogni intervallo del tipo [a, 1/e] con
a > 0. Osserviamo che

dx - 1 1
——— = log”“(x) —dx=———+c¢c, ceR.
xlog” x X logx

Segue che la funzione P(x) = ) € una primitiva di f(x) e risulta limy_o+ P(x) =
o}
0 € R. Quindi la funzione risulta integrabile in senso generalizzato in ]0, 1/€]

e si ha

1/e 1
f — = P(1/e)— lim P() =1+ lim ~1.
o xlog?x x=0* x=0* log x

La risposta corretta e pertanto: converge a 1

b). La funzione f(x) = 1302 e una funzione continua, dunque integrabile in
X

ogni intervallo del tipo [0, a] con a > 0. E' immediato verificare che f(x) & un

infinitesimo per x — +00 di ordine maggiore di a = 3/2 > 1, quindi risulta in-

tegrabile in senso generalizzato in [0, +oco[. Calcoliamo ora l'integrale f %

con la sostituzione 2x =y, dx = %

T dx _ a 1 1 2a 1 1 T
——— = |lim ———dx=— lim dy =— lim arctan(2a) = —.
o 1+4x2 a-+o ), 1+ 4x2 2a-+ [ 142 2 a—+® 4

i
La risposta corretta & pertanto: converge a 7

c). La funzione f(x) = logx e illimitata in prossimita di x = 0. Inoltre, & una
funzione continua e quindi integrabile in ogni intervallo del tipo [a, 1] con

a > 0. f(x) e un infinito per x — 0% di ordine inferiore a qualunque potenza
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d).

e).

1
intera n € N dell'infinito principale —; in particolare e un infinito di ordine
X

1
inferiore a o = > < 1 e quindi risulta integrabile in senso generalizzato in

1 1
—f dx)=
a a

10, 1]. Calcoliamo ora l'integrale per parti

1 1
f logx dx = lim f logx [x]’ dx = lim (xlogx
0 a—0+ a a—0*
lim(—aloga—1+a)=-1
a—0+

La risposta corretta e pertanto: converge a —1.

La funzione f(x) = e illimitata in prossimita di x = —1. Inoltre, &

3

una funzione continua e quindi integrabile in ogni intervallo del tipo [—3, a]

con a < —1. E’' immediato verificare che f(x) & un infinito per x — —1~ di
1

ordine inferiore a a = > < 1, quindi risulta integrabile in senso generalizzato

in [—3,—1[. Calcoliamo ora l'integrale

-1 1 a
dx = lim (x+1)Y3dx= lim
-3 YX+1 a——1- f_3 a——1—

; E 2/3_3_ 2/3)__i
lim (2(a+1) 2( 2) =

(x + 1)—1/3+1 a
—-1/3+1 ] 3

amm1- 2
: . 3
La risposta corretta e pertanto: converge a ———.
V2
4 _7-[ S X < 0 \ . . . . . 0 .
La funzione f(x) = e derivabile in tutti i punti inter-

cos(2x), 0<x<m
ni all'intervallo [—m, m] ad eccezione del punto x = 0, in cui non & con-

tinua ma ammette finiti i limiti sinistro e destro dei rapporti incrementali
f)—f(07) f(x)—f(0F)

X X

Possiamo renderla periodica di periodo T = 2m.
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Pertanto la funzione e sviluppabile in serie di Fourier.

T

b, = l f(x)sin(2x) dx=lj cos(2x)sin(2x) dx
(s T Jo

—T

1 " 1 cos(4x) 1"
= — | sin4x)dx=—|———
2T 0 2T 4

1" 1 "
a, = — | f(x)cos(2x) dx = —f cos?(2x) dx
mJ)_xn T Jo

1 J” 1 + cos(4x) J 1 [4x+ sin(4x)}" 1
0

0

X =
2 Y[

I 8 0 5
. N 1
La risposta corretta e b, =0, a; = >
0, —nm<x<0
f). f(x) = € C([—m, m]), tutti i suoi punti interni sono di deri-

sinx, 0<x<m
vabilita ad eccezione del punto x = 0 in cui la funzione ha comunque derivate

destra e sinistra limitate. Possiamo renderla periodica di periodo T = 2m.

Pertanto la funzione e sviluppabile in serie di Fourier.

1" 1"

b, = = f(x)sinxdx=—J sin® x dx
T J_q T Jo
1 r‘"l—cos(2x)d 1[2x—sin(2x)]" 1

= —_ D — X=-—— = —

T[Jo 2 T 4 0 2
1 " 1™

a, = — f(x)cosx dx=—f sinxcosx dx
T[J—n T Jo

1 ™ 1 cos(2x) 1"
= — sin(2x) dx=—[——]
2T 0 2T 2 0

La risposta corretta e b1 = —, a; =0.

N| -

, 0 <x<0 , R , ,
g). La funzione f(x) = ha periodo T = 2 ed e continua; inx =0
x 0 1
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ammette derivata destra e sinistra. | suoi coefficienti di Fourier sono

ag

! 1 11
x cos(kmx)dx = [—x sin(knx)]1 — f —sin(knmx)dx =
0 kT 0 0 kT

1 (—Dk-1
COS(kT[X)]O = W

= [kznz
1 1 1 1 1

by = J xsin(knx)dx=[——xcos(knx)] +f — cos(kmx)dx =
0 kT 0 0 kT

_(_1)k + [
km k22

—1)k+1
sin(kmx)], = %

h). La funzione f(x, y) = y*e3* & di classe C!(R?) e quindi risulta differenziabile in

tutti i punti del suo dominio. Ammette pertanto derivata direzionale nel punto

(0,—1) lungo una qualsiasi direzione v, data dalla formula del gradiente:

of
—(0,—-1) =Vf(0,—1) - v.
ou

Il prodotto scalare risulta massimo per v = AVf(0,—1), A € R*, pertanto il
vettore Vf(0,—1) indica la direzione corrispondente alla massima derivata

direzionale di f. Calcoliamo il gradiente di f:
i y)=3yte™,  fix,y)=4y’e>.

Abbia3mo quindi Vf(0,—1) = (3,—4), che normalizzato da il vettore direzione
4

U= (E, —E)

D’altra parte, la derivata direzionale di f nel punto (0,—1) e nulla nella

direzione ortogonale al gradiente. E immediato verificare che il vettore (4, 3)

e ortogonale a Vf(0,—1), pertanto normalizzandolo si ottiene la direzione

U= (g, g)

. La funzione f(x, y) = e?Xsiny & di classe C1(R?) e quindi risulta differenziabile

in tutti i punti del suo dominio. Ammette pertanto derivata direzionale nel

T
punto (O, E) lungo una qualsiasi direzione v, data dalla formula del gradiente:

2(02)-o(02)
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T
Il prodotto scalare risulta massimo per v = )\Vf(O,g), A € R*, pertanto il

T
vettore Vf(O, E) indica la direzione corrispondente alla massima derivata
direzionale di f.

Calcoliamo il gradiente di f:

fi(x, y) =2e**siny, fx.y)= e?Xcosy.

T V3
Abbiamo quindi Vf(O, E) = (1, 7), che normalizzato da il vettore direzione

2/7 v21
u=(——m:7)\—).
7 7

1
D’altra parte, la derivata direzionale di f nel punto (0, E) e nulla nel-

la direzione ortogonale al gradiente. E’' immediato verificare che il vetto-

3 T
re (—7, 1) & ortogonale a Vf(O, E)’ pertanto normalizzandolo si ottiene la

o V21 247
direzione v = —T,T).
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A

Esonero 29 Novembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |
Nome: Cognome Matr.

Svolgere i seguenti esercizi e riportare solamente i dati richiesti.
1) Risolvere il seguente problema di Cauchy:
x2y"'(x) = xy’(x) = 3y (x) = x*
y(1)=1
y'(1)=0
[3+4+3 punti]

e integrale generale omogenea:

e soluzione particolare equazione completa:

e soluzione del problema di Cauchy : C1= ,C2

2) Disegnare il solido individuato da
E={(xy2)eR*:1<222, (z=1)* <X +y°},

e calcolarne il volume ed il baricentro sapendo che § =1. ( [3+3+4 punti])
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V=__ X6 =__ yG = ZG =

3) Sapendo che la funzione densita € §(x, y) = xy, calcolare la massa della parte
2

X
dell’ellisse ry + 4y? =1 contenuta nel primo quadrante. ( [5 puntil)

e MasSSa =

4) Calcolare lI'integrale
I:= J (X% + 2y2)dx + (X% + 2yx)dy,
c

dove C e la frontiera del triangolo T, di vertici (1, 1), (2, 2) e (1, 3) orientata

nel verso positivo, mediante le formule di Gauss-Green. ( [3+4 punti])

e formula integrale doppio

o [ =




Analisi Matematica II - A.A. 2024/2025 - CdS Ingegneria Informatica ed Elettronica

Esonero 29 Novembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |
Nome: Cognome Matr.

Svolgere i seguenti esercizi e riportare solamente i dati richiesti.
1) Risolvere il seguente problema di Cauchy:
x2y”"(x) = xy’(x) = 3y(x) = log x
y(1)=1
y'(1)=0
[3+4+3 punti]

e integrale generale omogenea:

e soluzione particolare equazione completa:

e soluzione del problema di Cauchy : C1= ,C2

2) Disegnare il solido individuato da
E={(x,y,2)eR3:—2<x<-1, (x+1)2<y?+ 2%},

e calcolarne il volume ed il baricentro sapendo che § =1. ( [3+3+4 punti])
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V=__ X6 =__ yG = ZG =

3) Sapendo che la funzione densita € §(x, y) = xy, calcolare la massa della parte
2

X
dell’ellisse 3 + 3y2 =1 contenuta nel primo quadrante. ( [5 puntil)

e MasSSa =

4) Calcolare lI'integrale
I:= J (X% + 2y2)dx + (X% + 2yx)dy,
c

dove C e la frontiera del triangolo T di vertici (0, 2), (1, 1) e (1, 3) orientata

nel verso positivo, mediante le formule di Gauss-Green. ([3+4 punti])

e formula integrale doppio

o [ =
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C

Esonero 29 Novembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ ]
Nome: Cognome Matr.

Svolgere i seguenti esercizi e riportare solamente i dati richiesti.
1) Risolvere il seguente problema di Cauchy:
1
X%y (x)=xy'(x) = 3y(x) = —
X

y(1)=1

y'(1)=0
[3+4+3 punti]

e integrale generale omogenea:

e soluzione particolare equazione completa:

e soluzione del problema di Cauchy : Cc1 = ,C2

2) Disegnare il solido individuato da
E={(xy2)eR:1<y<2 (y=1)’ <x*+2°},

e calcolarne il volume ed il baricentro sapendo che § =1. ( [3+3+4 punti])
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V=__ X6 =__ yG = ZG =

3) Sapendo che la funzione densita € §(x, y) = xy, calcolare la massa della parte
2

X
dell’ellisse 5 + 4y? =1 contenuta nel primo quadrante. ( [5 puntil)

e MasSSa =

4) Calcolare lI'integrale
I:= J (X% + 2y2)dx + (X% + 2yx)dy,
c

dove C e la frontiera del triangolo T¢ di vertici (0, 1), (1, 2) e (2, 1) orientata

nel verso positivo, mediante le formule di Gauss-Green. ([3+4 punti])

e formula integrale doppio

o [ =
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D

Esonero 29 Novembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |
Nome: Cognome Matr.

Svolgere i seguenti esercizi e riportare solamente i dati richiesti.
1) Risolvere il seguente problema di Cauchy:
x2y”'(x) + 9xy’(x) — 9y (x) = x?
y)=1
y'(1)=0
[3+4+3 punti]

e integrale generale omogenea:

e soluzione particolare equazione completa:

e soluzione del problema di Cauchy : Cc1= ,C2

2) Disegnare il solido individuato da
E={(x,y,2)eR3:=2<z<-1, (z+ 1)2 < x%2 + y?},

e calcolarne il volume ed il baricentro sapendo che 6 =1. ( [3+3+4 punti])
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V=__ X6 =__ yG = ZG =

3) Sapendo che la funzione densita e é(x, y) = xy, calcolare la massa della parte
2

X
dell’ellisse ry + 5y2 =1 contenuta nel primo quadrante. ( [5 puntil)

e Massa =

4) Calcolare I'integrale
I:= f (X% + 2y2)dx + (x? + 2yx)dy,
c

dove C ¢ la frontiera del triangolo Tp di vertici (1, 0), (0, 1) e (2, 1) orientata

nel verso positivo, mediante le formule di Gauss-Green. ([3+4 punti])

e formula integrale doppio

o [ =
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Esonero 29 Novembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |
Nome: Cognome Matr.

Svolgere i seguenti esercizi e riportare solamente i dati richiesti.
1) Risolvere il seguente problema di Cauchy:
x2y"(x) + 9xy’(x)— 9y(x) = 9log x

y(l)=1
y'(1)=0

[3+4+3 punti]

e integrale generale omogenea:

e soluzione particolare equazione completa:

e soluzione del problema di Cauchy : c1 = ,C2

2) Disegnare il solido individuato da
E={(x,y,2)eR3:1<x<2, (x—1)2<y?+2%},

e calcolarne il volume ed il baricentro sapendo che 6 = 1. ( [3+3+4 puntil)
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V=__ X6 =__ yG = ZG =

3) Sapendo che la funzione densita € §(x, y) = xy, calcolare la massa della parte
2

X
dell’ellisse ry + 4y? =1 contenuta nel terzo quadrante. ( [5 puntil)

e MasSSa =

4) Calcolare lI'integrale

I:= J (x — 2y)?dx + (4xy + 3y?)dy,
C

dove C e la frontiera del triangolo T di vertici (1, 1), (2, 2) e (1, 3) orientata

nel verso positivo, mediante le formule di Gauss-Green. ( [3+4 punti])

e formula integrale doppio

o [ =
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F

Esonero 29 Novembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |
Nome: Cognome Matr.

Svolgere i seguenti esercizi e riportare solamente i dati richiesti.

1) Risolvere il seguente problema di Cauchy:

x2y" (x) + 9xy’(x) — 9y(x) = >

X2
y(1)=1
y'(1)=0
[3+4+3 punti]
e integrale generale omogenea:
e soluzione particolare equazione completa:
e soluzione del problema di Cauchy : C1= ,C2 =

2) Disegnare il solido individuato da
E={(xy2)eR’:=2<y<-1, (y+1)’ <x*+2%},

e calcolarne il volume ed il baricentro sapendo che § =1. ( [3+3+4 punti])
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V=__ X6 =__ yG = ZG =

3) Sapendo che la funzione densita € §(x, y) = xy, calcolare la massa della parte
2

X
dell’ellisse 3 + 3y? =1 contenuta nel terzo quadrante.

([5 punti])

e MasSSa =

4) Calcolare lI'integrale

I:= f (x — 2y)%dx + (4xy + 3y?)dy,
c

dove C e la frontiera del triangolo Tr di vertici (0, 2), (1,1) e (1, 3) orientata

nel verso positivo, mediante le formule di Gauss-Green. ([3+4 puntil)

e formula integrale doppio

o [ =
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G

Esonero 29 Novembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ ]
Nome: Cognome Matr.

Svolgere i seguenti esercizi e riportare solamente i dati richiesti.
1) Risolvere il seguente problema di Cauchy:
X%y (x) = 2xy’(x) — 4y (x) = x
y()=1
y'(1)=0
[3+4+3 punti]

e integrale generale omogenea:

e soluzione particolare equazione completa:

e soluzione del problema di Cauchy : c1 = ,C2

2) Disegnare il solido individuato da
E={(x,y,2)eR3:—2<x<—1, (x+1)2 <y’ + 2%},

e calcolarne il volume ed il baricentro sapendo che § = 1. ( [3+3+4 puntil)
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V=__ X6 =__ yG = ZG =

3) Sapendo che la funzione densita € §(x, y) = xy, calcolare la massa della parte
2

X
dell’ellisse 5 + 4y? =1 contenuta nel terzo quadrante. ( [5 puntil)

e MasSSa =

4) Calcolare lI'integrale

I:= J (x — 2y)?dx + (4xy + 3y?)dy,
C

dove C e la frontiera del triangolo T di vertici (0, 1), (1, 2) e (2, 1) orientata

nel verso positivo, mediante le formule di Gauss-Green. ([3+4 punti])

e formula integrale doppio

o [ =
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H

Esonero 29 Novembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |
Nome: Cognome Matr.

Svolgere i seguenti esercizi e riportare solamente i dati richiesti.
1) Risolvere il seguente problema di Cauchy:
X2y (x) —2xy’(x) — 4y(x) = —4logx
y(1)=1
y'(1)=0
[3+4+3 punti]

e integrale generale omogenea:

e soluzione particolare equazione completa:

e soluzione del problema di Cauchy : c1 = ,C2 =

2) Disegnare il solido individuato da
E={(x,y,2)eR3:—2<z<—1, (z+ 1)? < x%2 + y?},

e calcolarne il volume ed il baricentro sapendo che § =1. ( [3+3+4 punti])
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V=__ X6 =__ yG = ZG =

3) Sapendo che la funzione densita € §(x, y) = xy, calcolare la massa della parte
2

X
dell’ellisse 5 + 5y2 =1 contenuta nel terzo quadrante. ( [5 puntil)

e MasSSa =

4) Calcolare lI'integrale

I:= J (x — 2y)?dx + (4xy + 3y?)dy,
C

dove C e la frontiera del triangolo Ty di vertici (1, 0), (0, 1) e (2, 1) orientata

nel verso positivo, mediante le formule di Gauss-Green. ( [3+4 punti])

e formula integrale doppio

o [ =
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Svolgimento

1A) Sitratta di un’equazione equidimensionale di Eulero del secondo ordine. Sic-
come il dato iniziale (xo = 1) e positivo, cerchiamo le soluzioni in R* ed ef-
fettuiamo la sostituzione x = e#. Otterremo |I’equazione lineare del secondo

ordine a coefficienti costanti:
Yy (2)—2y'(2)—3y(2) = €.

L’equazione caratteristica A2 —2A — 3 = 0 ha come soluzioni A =3, A = —1,

pertanto I'integrale generale dell’equazione omogenea sara:
y(z) =c1e* + coe 2

Considerando il termine noto B(z) = e?%, siccome A = 2 non & soluzione del-
I’equazione caratteristica, cerchiamo una soluzione della forma y(z) = ae?Z.
Derivando due volte e sostituendo nell’equazione differenziale si ottiene

a =—1/3. L'integrale generale dell’equazione completa é:

1 c 1
y(2)=c1e¥ + e ?——e%, y(x)=c1xX3+ —— x>
3 x 3
Se deriviamo rispetto a x otteniamo:
(&) 2
y'(x) =3c1x?— 23

Imponendo le condizioni iniziali abbiamo ¢; = 1/2, ¢ = 5/6. Quindi sosti-

tuendo nell’integrale generale si ottiene:

) x3 5 x?
X)= o ——
y 2 Tex 3

1B) Si tratta di un’equazione equidimensionale di Eulero del secondo ordine. Sic-
come il dato iniziale (xo = 1) e positivo, cerchiamo le soluzioni in R* ed ef-
fettuiamo la sostituzione x = e#. Otterremo |I'equazione lineare del secondo

ordine a coefficienti costanti:

y"(2)—2y'(2)—3y(2) =z
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L'equazione caratteristica A2 —2A — 3 = 0 ha come soluzioni A =3, A = —1,

pertanto l'integrale generale dell’equazione omogenea sara:

y(z) =ci1e* + coe 2

Considerando il termine noto B(z) = z, cerchiamo una soluzione della forma
y(z) = az + b. Risultera: —2a— 3az— 3b = z e dunque a = —-1/3, b = 2/9.
L’integrale generale dell’equazione completa é:

1 c 1 2
—3%t 5 y(x)=c1x3 + ;—glogx+ 5

Se deriviamo rispetto a x otteniamo:

y(z) =c1e* + cre7?

(o)) 1
"X)=3c1x2— —=— —.
y'(x) 1 2 3x
Imponendo le condizioni iniziali abbiamo ¢; = 5/18, ¢; = 1/2. Quindi sosti-
tuendo nell’integrale generale si ottiene:
1 1 2

5
3
X)=—XxX"+——=logx+ —.
yx) 18 2x 3 9 9

1C) Si tratta di un’equazione equidimensionale di Eulero del secondo ordine. Sic-
come il dato iniziale (xo = 1) e positivo, cerchiamo le soluzioni in R* ed ef-
fettuiamo la sostituzione x = e%. Otterremo |I'equazione lineare del secondo

ordine a coefficienti costanti:

y'(2)=2y'(2)=3y(2) = e~

L’equazione caratteristica A2 —2A — 3 = 0 ha come soluzioni A =3, A = —1,

pertanto I'integrale generale dell’equazione omogenea sara:
y(z) =c1e* + coe7

Considerando il termine noto B(z) = e??, siccome A = —3 non & soluzione
dell’equazione caratteristica, cerchiamo una soluzione della forma y(z) =
ae—3Z, Derivando due volte e sostituendo nell’equazione differenziale si
ottiene a = 1/12. L’integrale generale dell’equazione completa e:

1
12x3°

3z

1 c
y(2)=c1e¥ + ce7% + 5 Y= o3+ 24
X
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1D)

Se deriviamo rispetto a x otteniamo:

’ =3 2 €2 1
y(X)— C1X —;—m

Imponendo le condizioni iniziali abbiamo ¢; = 7/24, ¢; = 5/8. Quindi sosti-
tuendo nell’integrale generale si ottiene:
5 1

7
3
X)=—X>+—+ :
yix) 24 8x 12x3

Si tratta di un’equazione equidimensionale di Eulero del secondo ordine. Sic-
come il dato iniziale (xo = 1) e positivo, cerchiamo le soluzioni in R* ed ef-
fettuiamo la sostituzione x = e%. Otterremo |I'’equazione lineare del secondo

ordine a coefficienti costanti:
Y (2) + 8y’(2)— 9y(2) = e*.

L’equazione caratteristica A2+ 8A — 9 = 0 ha come soluzioni A =1, A = =9,

pertanto I'integrale generale dell’equazione omogenea sara:

y(z) = c1€% + cre7 %

Considerando il termine noto B(z) = e??, siccome A = 2 non & soluzione del-
I’equazione caratteristica, cerchiamo una soluzione della forma y(z) = ae??.
Derivando due volte e sostituendo nell’equazione differenziale si ottiene

a=1/11. L'integrale generale dell’equazione completa e:
9 1,
y(2)=c1e’+ ce % + ﬁe Z, y(xX)=c1x+ —+ —x
X

Se deriviamo rispetto a x otteniamo:
9¢y 2

, —_— — — —
y'(x)=c1 10 + 11x.

Imponendo le condizioni iniziali abbiamo ¢; = 4/5, ¢; = 6/55. Quindi sosti-

tuendo nell’integrale generale si ottiene:

) 4 6 x2
X)=—x+ + —.
y 5 55x9 11
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1E) Si tratta di un’equazione equidimensionale di Eulero del secondo ordine. Sic-
come il dato iniziale (xo = 1) & positivo, cerchiamo le soluzioni in R* ed ef-
fettuiamo la sostituzione x = e#. Otterremo I'’equazione lineare del secondo

ordine a coefficienti costanti:
y"(2) + 8y’ (2) — 9y(2) = 9z.

L’equazione caratteristica A2 + 8A — 9 = 0 ha come soluzioni A =1, A = -9,

pertanto l'integrale generale dell’equazione omogenea sara:

y(z) = c1€% + cre7 %2

Considerando il termine noto 3(z) = 9z, cerchiamo una soluzione della forma
y(z) = az+ b. Risultera: 8a—9az—9b = 9z e dunque a = —1, b = —8/9.
L'integrale generale dell’equazione completa e:

8

%Z_ 2 8 (x)—c:x+2 logx — —
g YT XT e T8y

y(z) =ci1e°+ cre”

Se deriviamo rispetto a x otteniamo:
y(x)=c1— Xz 1
x10 X
Imponendo le condizioni iniziali abbiamo ¢; = 9/5, ¢; = 4/45. Quindi sosti-
tuendo nell’integrale generale si ottiene:

9
X) ==X+
y(x) 5 45x9

| 8
—logx— —.
J 9

1F) Si tratta di un’equazione equidimensionale di Eulero del secondo ordine. Sic-
come il dato iniziale (xo = 1) € positivo, cerchiamo le soluzioni in R* ed ef-
fettuiamo la sostituzione x = e#. Otterremo I'’equazione lineare del secondo

ordine a coefficienti costanti:
y"(2) + 8y’ (2) — 9y(2) = 3e™ %2

L’equazione caratteristica A2 + 8A — 9 = 0 ha come soluzioni A =1, A = -9,

pertanto l'integrale generale dell’equazione omogenea sara:

y(z) = c1€% + cre %
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1G)

Considerando il termine noto B(z) = 3e~2Z, siccome A =—2 non & soluzione
dell’equazione caratteristica, cerchiamo una soluzione della forma y(z) =
ae—2Z, Derivando due volte e sostituendo nell’equazione differenziale si
ottiene a =—1/7. L'integrale generale dell’equazione completa e:
y(2) =167 + cre %% — 1e‘zz, y(x) =c1x + 2 _ L
7 x2  7x2
Se deriviamo rispetto a x otteniamo:
y(x)=c1— 22,2
x10 7 73
Imponendo le condizioni iniziali abbiamo ¢; = 1, ¢ = 1/7. Quindi sostituen-
do nell’integrale generale si ottiene:
1 1
y(x)=x+ %0 7x2
Si tratta di un’equazione equidimensionale di Eulero del secondo ordine. Sic-
come il dato iniziale (xo = 1) € positivo, cerchiamo le soluzioni in R* ed ef-
fettuiamo la sostituzione x = e#. Otterremo I'’equazione lineare del secondo

ordine a coefficienti costanti:
y"(2)=3y'(2)—4y(2) = €°.

L'equazione caratteristica A2 — 3A — 4 = 0 ha come soluzioni A = =1, A = 4,

pertanto I'integrale generale dell’equazione omogenea sara:
y(2) = cre % + c e

Considerando il termine noto B(z) = €%, siccome A = 1 non e soluzione del-
I’equazione caratteristica, cerchiamo una soluzione della forma y(z) = ae?.
Derivando due volte e sostituendo nell’equazione differenziale si ottiene
a=-—1/6. L'integrale generale dell’equazione completa é:

1 C1 X
y(z) =cie7? + ce*? — Eez, y(x) = = coxt — r

Se deriviamo rispetto a x otteniamo:

y'(x) = a2 4cyx3 — 1
x2 6
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Imponendo le condizioni iniziali abbiamo ¢; = 9/10, ¢; = 4/15. Quindi
sostituendo nell’integrale generale si ottiene:

) 9 4 . X
X)=—+—Xx"——.
y 10x 15 6

1H) Si tratta di un’equazione equidimensionale di Eulero del secondo ordine. Sic-
come il dato iniziale (xo = 1) e positivo, cerchiamo le soluzioni in R* ed ef-
fettuiamo la sostituzione x = e#. Otterremo |I'’equazione lineare del secondo

ordine a coefficienti costanti:
y"(2)—3y'(z2)— 4y(2) = -4z

L'equazione caratteristica A2 —3A —4 = 0 ha come soluzioni A = —1, A = 4,

pertanto I'integrale generale dell’equazione omogenea sara:
y(2) = c1e7% + c e

Considerando il termine noto B(z) = —4z, cerchiamo una soluzione della
forma y(z) = az+ b. Risultera: —3a—4az— 4b = —4z e dunque a = 1,

b =—3/4. L'integrale generale dell’equazione completa é:
4 3 C1 4 3
y(2)=c1e7?+ e +z——, y(xX)=—+c2x"+logx— —.
4 X 4
Se deriviamo rispetto a x otteniamo:
/ 1 3 1
Y(X)=——+4cx° + .
X X

Imponendo le condizioni iniziali abbiamo ¢; = 8/5, ¢; = 3/20. Quindi sosti-

tuendo nell’integrale generale si ottiene:

LI I 3
X)=—+—X + 100X — —.
y 5x | 20 9%~ 7%

2A) Conviene utilizzare le coordinate cilindriche:

X =rcost

y =rsint dxdydz = rdrdtdz

zZ2=2
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Dalla catena di disequazioni:
(z—1)2<x’+y?’<le(z—1)°<r’*<1

otteniamo:

z—1<r<1.

Segue che in coordinate cilindriche I'insieme E si esprime nella seguente

forma:
E={(rtz):1<z<2,0<t<2m z—1<r<1}.

Calcoliamo ora il volume dell’insieme E.

2m 2 1
V(E) = JJJ dxdydz=f dtf dzf rdr
E 0 1 z—1

2rp27=t 2
=2T[J [—] dz:nf (—z°+22)dz=
112 r=z—1 1

z3 5 )
=n|——+2%| =—-m.
3 . 3

Per ragioni di simmetria, essendo il solido omogeneo, risultera: xg =y =0,

1 3 2m 2 1
ZE= —— ffj zdxdydz = —f dtf zdzJ rdr
V(E) E 2T Jo 1 -1

2 12 r=1 3 2
= 3f z[—] dz = —f (—z3 +22%)dz
1 2 r=z—1 21

mentre
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2B),2G) Conviene utilizzare le coordinate cilindriche:
X=X
y=rcost dxdydz=rdrdtdx
z=rsint
Dalla catena di disequazioni:
(x+1)2<y?’+22<le(x+1)2<r?<1

otteniamo:
—x—1<r<1l
Segue che in coordinate cilindriche lI'insieme E si esprime nella seguente

forma:

E={(rtx):—2<x<-1,0<t<2m —x—1<r<1}.



Analisi Matematica II - A.A. 2024/2025 - CdS Ingegneria Informatica ed Elettronica

Calcoliamo ora il volume dell’insieme E.

27 -1
V(E) = fff dxdydz—J dtf dxf

2r=1
=2nJ [—} dx=m (—x —2X) dx =
2 L2 Jex1 -2

Per ragioni di simmetria, essendo il solido omogeneo, risultera: yg =zg =0,

2m -1
XE = fff xdxdydz = —f dtJ xdxf rdr
V(E) —x—1

1 2 r=1
=3f x[—} dx=— (—x —2x%)dx
-2 2 r=—x—1 2)-2

3 x4 x37' 33
5 24

mentre

2

4 3
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2C) Conviene utilizzare le coordinate cilindriche:

X =rcost
y=y dxdydz = rdrdtdy
z=rsint

Dalla catena di disequazioni:
(y—12<x’+22<le(y—-1)2<r’<1
otteniamo:
y—1<r<1.

Segue che in coordinate cilindriche I'insieme E si esprime nella seguente
forma:

E={(rty):1<y<2, 0<t<2m y—1<r<1}.
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Calcoliamo ora il volume dell’insieme E.

v [ o[ o[ o

r2 r=1
_2nJ {—] dy = nJ (—y*+2y)dy=
1 2 r=y—1

v 12
=n|-—=+y?| =-m.
3 . 3

Per ragioni di simmetria, essendo il solido omogeneo, risultera: xg =zg =0,

1 3 2T 2 1
YE= —— ydxdydz=—f dtJ ydyf rdr
V(E) JJL 21 Jo 1 -1
2 r2 r=1 3 (2
=3J y[—} dy=—J (—y3+ 2y?)dy
1 2 r=y_]_ 2 1

_E[_y_“ Zy—T‘ 33
1

mentre

+ —.
2 4 3 24
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2D),2H) Conviene utilizzare le coordinate cilindriche:
X =rcost
y=rsint dxdydz=rdrdtdz
z=z
Dalla catena di disequazioni:

(z+1)<xX’+y’<le=(z+1)°<r’<1

otteniamo:
—z—1<r<1l
Segue che in coordinate cilindriche I'insieme E si esprime nella seguente

forma:
E={(rtz):—2<z<-1,0<t<2m —z—1<r<1}.
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Calcoliamo ora il volume dell’insieme E.

27m -1
V(E) = fJJ dxdydz = f dtf dzf
r2 r=1 e
=21If [—] dz=mn f (—z?—22)dz=
—2 [ 2 r=—z—1 -2

Per ragioni di simmetria, essendo il solido omogeneo, risultera: xg =y =0,

2m -1
ZE = VE) fff zdxdydz = —f dtJ zdz J_Z_

1 2 r=1
=3J z[—] dz=—f (—z3—22%)dz
-2 2 r=—z—1 2 )2
3[ ¢ A7t 33
i

mentre

2
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2E) Conviene utilizzare le coordinate cilindriche:
X=X
y=rcost dxdydz=rdrdtdx
z=rsint
Dalla catena di disequazioni:
(x—1)2 <y’ +22<le= (x—1)2<r?<1
otteniamo:
x—1<r<1l.

Segue che in coordinate cilindriche I'insieme E si esprime nella seguente

forma:
E={(rtx):1<x<2, 0<t<2m x—1<r<1}.
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Calcoliamo ora il volume dell’insieme E.

2mn
V(E)_fff dxdydz = f dtJ de
27t
_ZHJ [—] dx = nf (—x? +2x) dx =
112 r=x—1

x3 2
=n|——+x°| =—-m.
|: 3 :|1 3

Per ragioni di simmetria, essendo il solido omogeneo, risultera: yg =z =0,

mentre
21
XE = VE) fff xdxdydz——f dtf xdxf
2 2 r=1
—3J x[—} f (—x3 + 2x%)dx
1 2 |1

3[ x4 x37° 33
| =2
2| 4 3|, 24
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2F) Conviene utilizzare le coordinate cilindriche:

X =rcost
y=y dxdydz = rdrdtdy
z=rsint

Dalla catena di disequazioni:
(Y+1)2<x2+22<1 e (y+1)2<r2<1
otteniamo:
—-y—1<r<1l

Segue che in coordinate cilindriche I'insieme E si esprime nella seguente

forma:

E={(rty):—2<y<-1,0<t<2m —y—1<r<1}.
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Calcoliamo ora il volume dell’insieme E.

2m -1
V(E) = Jff dxdydz—f dtf dyJ
—y—1

r2
[ 2] e[ o
2 L2 r=—y—1 -2
3 -1
y 5 2
=Tm|——-—Yy = —TI.
3 5 3
Per ragioni di simmetria, essendo il solido omogeneo, risultera: xg = zg =0,

2T
YE= V(E)JHdedydz__f dtJ ydyjy_

1 21" 1
=3f y[—} dy=—f (—y3—2y?)dy
- 2 ey 2 )5

4

mentre

I
| W

I
|“<

I

N
S
| E— |
-

I
w
w
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-
|
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3A),3E) La parte di ellisse che ci interessa puo essere parametrizzata come:

x(t) =3cost T 1
¥ 1 0<t<—, ds=1|9sin’t+ - cos?tdt.
y(t) = = sint 2 4
2
Risulta:
/2 1 1
massa(y) =J Xxyds =f 3cost-—sint\|9sin’t+ — cos? tdt
¥ 0 2 4
3 (V2 35, 1
== sintcost\|—sin“t+ —dt
2 Jo 4 4

3 /2
=ZJ (35sin? t+ 1)Y2sint cos tdt.
0
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du
Operando la sostituzione u = 35sin’t+ 1, da cui 70 = sintcos tdt, ottenia-

mo:

3 /2
massa(y)=zf (35sin’t+ 1)Y2sintcos tdt
0
36 3/2 736
3 a3 Ju _a3
32|, 28

~ 280 J; ~ 280

3B),3F) La parte di ellisse che ci interessa puo essere parametrizzata come:

x(t) = v/3cost T , 1
: 0<t<—, ds=1\|3sin“t+ —cos?tdt.

Y _ V3 2 3

y(t) = —sint
3
Risulta:
/2 ‘/§ 1
massa(y) =J xyds =f V3cost- ?sint 3sin’t+ ECOSZ tdt
Y 0

/2 8 1
=J sintcost\| —sin’t+ —dt
. 3 3

J3 2
= ?f (8sin?t+ 1)Y?sintcostdt.
0
T .2 du .
Operando la sostituzione u = 8sin“ t+1, da cui 16 sintcostdt, otteniamo:

ﬁ /2
massa(y) = —f (8sin?t+ 1)Y2sintcostdt

3 Jo

ﬁﬁ e V3[u¥?] 13
=— | u’fdu=—|—| =—

48 J, 48 [3/2 ], 36

3C),3G) La parte di ellisse che ci interessa puo essere parametrizzata come:

x(t) = v/2cost T 1
Y 1 0<t<—, ds=1|2sin’t+ — cos? tdt.
y(t) = sint 2 4
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Risulta:

/2 1 1
xde=J \/Ecost-zsint 2sin’t+ Zcosztdt
0

/j /2 . 7 S 1
= — sintcost\| —sin“t+ —dt
2 Jo 4 4

/j /2
=Tf (7sin?t+ 1)Y?sint cos tdt.
0

massa(y) = J

Y

du
Operando la sostituzione u = 7sin’ t+1, da cui 12 = sintcostdt, otteniamo:

JI (V2
massa(y) = Tf (7sin’t+ 1)2sintcos tdt
0
ﬁﬁ e V2[u?]’ 32-42
=20 wrgu=tt | =202
56 |, 56 | 3/2 84

1

3D),3H) La parte di ellisse che ci interessa puo essere parametrizzata come:

x(t) = /5cost o 1
Y /5 0<t<—, ds=1|5sin’t+ — cos? tdt.
y(t)=?sint 2 3

Risulta:

/2 ﬁ 1
xde=J \/gcost-?sint\JSSin2t+gcos2 tdt
0

2 24 1
=J sintcost\| — sin®t+ —dt
0 5 5

massa(y) = J

Y

J/5 /2
=?f (24sin’ t+ 1)Y2sintcos tdt.
0

du
Operando la sostituzione u = 24sin’t + 1, da cui 28 = sintcos tdt, ottenia-

mo:

/2

/5 2 1/2 o
massa(y):? (24sin’t+ 1)Y2sintcos tdt
0

/5 (7 ﬁ[uwr_n@

=240 J; T 240

1/2d — - _
3/2 90

1
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4A) Il tringolo T4 € chiaramente un dominio regolare (rispetto all’asse x). Pertan-

to, dal teorema di Gauss-Green, si ha

0
f (x? + 2y?)dx = —H — (X% + 2y?)dxdy = —” Aydxdy.
C Ta a.y Ta

Analogamente
0
J (X% + 2yx)dy = f f —(x? + 2yx)dxdy = ” 2(x + y)dxdy.
c T, 90X Ta
Cosi in definitiva si ha

J (X% + 2y2)dx + (X% + 2yx)dy = f (2x — 2y)dxdly.
C Ta

Essendo

Ta={(x,y)eR? : x<y<4—x,xe[l,2]},

si ha

f (2x —2y)dxdy = ZJ (x—y)dxdy
Ta Ta

2 4—x
= ZJ U (x —y)dy] ax
1 X

4B) Il tringolo Tg € chiaramente un dominio regolare (rispetto all’asse x). Pertan-

to, dal teorema di Gauss-Green, si ha

0
f (x? + 2y?)dx = —” — (X% + 2y?)dxdy = —“ 4ydxdy.
c 75 OY Ts

Analogamente

3]
f (X% + 2yx)dy = J f — (X% + 2yx)dxdy = “ 2(x + y)dxdy.
c 75 90X Ts
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Cosi in definitiva si ha
J (X% + 2y2)dx + (X% + 2yx)dy = f (2x — 2y)dxdy.
C Tp

Essendo

Te={(x,y)eR?: —x+2<y<x+2,x€[0,1]},

si ha
ff (2x—2y)dxdy =2 ff (x—y)dxdy
Ts Ts
1 X+2

2 f [J (x— y)dy] dx

0 —X+2

1 2 y=x+2
2 f [xy— y_] dx

0 2 y=—x+2

1
2 f [2x2 — 4x]dx
0

w| o

4C) Il tringolo T¢ & chiaramente un dominio regolare (rispetto all’asse y). Pertan-

to, dal teorema di Gauss-Green, si ha

d
J (x? + 2y?)dx = —” —(x? 4 2y?)dxdy = —” 4ydxdy.
c Tc 9Y Tc

Analogamente
2
f (x? + 2yx)dy = ﬂ —(x? + 2yx)dxdy = U 2(x + y)dxdy.
C Tc 90X Tc
Cosi in definitiva si ha
J (X% + 2y2)dx + (X% + 2yx)dy = H (2x — 2y)dxdly.
c Tc

Essendo

Tc={(x,y)eR? :y—1<x<3-y ye[l,2]},
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si ha

J (2x —2y)dxdy = 2 [ (x—y)dxdy
Tc

JJITe
r‘Z 3—y
=2 U (x— y)dx} dy
J1 y—1

('2 X2 x=3—y
=2 [——xy] dy

Ji L2 x=y—1
fz[
J1

2
=-3

4D) |l tringolo Tp € chiaramente un dominio regolare (rispetto all’asse x). Per-

4 +2y%—6y]dy

tanto, dal teorema di Gauss-Green, si ha

0
f (x? 4+ 2y?)dx =— U — (X% + 2y?)dxdy = —” Aydxdy.
C Tp a.y Tp

Analogamente
0
J (X% + 2yx)dy = f J — (X% + 2yx)dxdy = U 2(x + y)dxdy.
c Tp 90X o
Cosi in definitiva si ha
J (X% + 2y2)dx + (X% + 2yx)dy = U (2x — 2y)dxdy.
C Tp

Essendo
To={(x,y)eR? : —y+1<x<y+1,y€[0,1]},
si ha

-
f (2x —2y)dxdy =2 (x — y)dxdy
Tp J To

rl y+1
=2 [J (x —y)dx} dy

Jo LJ—y+1

r.1 X2 x=y+1

ol 2 x=—y+1

I
N
e
—

1
[2y —2y?]dy

Jo

w|iNn N
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4E) |l tringolo Tg € chiaramente un dominio regolare (rispetto all’asse x). Pertan-

to, dal teorema di Gauss-Green, si ha

f(x—zy)zdx=—” i(><—2y)zolxa!y=U 4(x — 2y)dxdy.
C Tan Te

Analogamente

3
J (4xy + 3y?)dy = ” —(4xy + 3y?)dxdy = ” Aydxdy.
c Te 0X Te
Cosi in definitiva si ha

J (X% + 2y2)dx + (X% + 2yx)dy = J (4x — 4y)dxdy.
C Te

Essendo

Te={(x,y)eR? : x<y<4—x,x€[1,2]},

si ha

.
f (4x—4y)dxdy =4 (x—y)dxdy
Te J

Te
rz 4—x

=4 [f (x—y)dy] ax
J1 X

rz 2 y=4—x
=4 [xy—y—} dx

=4 | [-2x°*+8x—8]dx
J1

(-
=

4F) Il tringolo Tr € chiaramente un dominio regolare (rispetto all’asse x). Pertan-

to, dal teorema di Gauss-Green, si ha

J(X—Zy)zdx=—ff i(x—2y)2dxdy=ff 4(x — 2y)dxdy.
C ﬂ:ay Tr

Analogamente

0
f (4xy + 3y?)dy = U —(4xy + 3y?)dxdy = U 4ydxdy.
c TF 90X e
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Cosi in definitiva si ha

J (X% + 2y2)dx + (X% + 2yx)dy = f (4x — 4y)dxdy.
C

Tr
Essendo
Tr={(x,y)eR? : —x+2<y<x+2,x€[0,1]},
si ha
Jf (4x—4y)dxdy=4r (x —y)dxdy
Te JJITF
r‘l X+2
=4 U (x—y)dy] dx
JO —X+2
1 2 y=X+2
—af [xy—y—] dx
Jo 2 y=—x+2
rl
JO
16
=—3

4G) |l tringolo T € chiaramente un dominio regolare (rispetto all’asse y). Per-

tanto, dal teorema di Gauss-Green, si ha

J (x —2y)%dx = —” i(x— 2y)?dxdy = ” 4(x — 2y)dxdy.
c 75 O Te

Analogamente

0
f (4xy + 3y?)dy = JJ —(4xy + 3y?)dxdy = JJ 4ydxdy.
C TG X Te

Cosi in definitiva si ha

J (X% + 2y2)dx + (X% + 2yx)dy = H (4x — 4y)dxdy.
C Te

Essendo
To={(x,y)eR? : y—1<x<3—y,ye[l,2]},
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si ha

J (4x—4y)dxdy =4 [ (x—y)dxdy
TG JJTs

r‘Z 3—y
=4 U (X—y)dX] dy

J1 —1

21 x2 X=3-y
=4 [— — xy] dy
1

x=y—1

=4 | [4+2y’—6y]dy
1

4H) |l tringolo Ty € chiaramente un dominio regolare (rispetto all’asse x). Per-

tanto, dal teorema di Gauss-Green, si ha

f (x—2y)%dx = —J-f i(x— 2y)2dxdy = Jf 4(x — 2y)dxdy.
c T4 OY Ty

Analogamente
0
J(4xy+ 3y?)dy = H —(4xy + 3y?)dxdy = U Aydxdy.
c T4 0X Ty
Cosi in definitiva si ha
f (X% + 2y2)dx + (X% + 2yx)dy = fj (4x — 4y)dxdy.

C TH
Essendo

Tu={(x,y)eR?: —y+1<x<y+1,yel0,1]},
si ha

J (2x — 2y)dxdy = 4J (x—y)dxdy
TH TH
1 y+1
= 4J U (x—y)dx] dy
0 —y+1
112 x=y+1
4f [— — xy] dy
ol?2 x=—y+1

1
J [2y —2y?]dy
0

=2
4
3
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A

Esonero 13 Dicembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |
Nome: Cognome Matr.

Svolgere il seguente esercizio motivando i passaggi

1) Sia dato il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da F(x, y, z) = (y2,0,x — y).
Calcolare il flusso del rotore di F verso I'alto, attraverso la superficie S di
equazione z=1—x?>—y?, conD={(x,y) €R?: x>0,y <0, x> +y? <1},

sia direttamente che utilizzando il teorema di Stokes.

Esonero 13 Dicembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |
Nome: Cognome Matr.

Svolgere il seguente esercizio motivando i passaggi.
2
- . X
1) Sia dato il campo vettoriale F : R® — R3 definito da F(x,y, z) = (z,y,? +
y). Calcolare il flusso del rotore di F verso I'alto, attraverso la superficie
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S di equazione z =x2, con D = {(x,y) e R”Z: 0<x <1,0<y<x} sia

direttamente che utilizzando il teorema di Stokes.

C

Esonero 13 Dicembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |
Nome: Cognome Matr.

Svolgere il seguente esercizio motivando i passaggi.

2
1) Sia dato il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da F(x, y, z) = (x, O, y?). Calco-

lare il flusso del rotore di F verso I’alto, attraverso la superficie S di equazione
z=x’>+y%, conD={(x,y)€R?:x>0,y>0, x+y <1}, sia direttamente

che utilizzando il teorema di Stokes.

Esonero 13 Dicembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.
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Svolgere il seguente esercizio motivando i passaggi.

1) Sia dato il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da F(x, y, z) = (y+y?, 1, 1). Cal-
colare il flusso del rotore di F verso I'alto, attraverso la superficie S di equa-
zione z = x%2y?, con D = {(x,y) € R? : x > 0, x2 + y2 < 1}, sia direttamente

che utilizzando il teorema di Stokes.

Esonero 13 Dicembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ ]
Nome: Cognome Matr.

Svolgere il seguente esercizio motivando i passaggi

1) Sia dato il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da F(x, y, z) = (y2 + y, Xy, XZ).
Calcolare il flusso del rotore di F verso I'alto, attraverso la superficie S
di equazione z = y2, con D = {(x,y) € R2 : x > 0, 4x2 + y2 < 1}, sia

direttamente che utilizzando il teorema di Stokes.

F
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Esonero 13 Dicembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ ]
Nome: Cognome Matr.

Svolgere il seguente esercizio motivando i passaggi

1) Sia dato il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da F(x,y, z) = (zx,x + y, 0).
Calcolare il flusso del rotore di F verso I'alto, attraverso la superficie S di
equazione z=4x?—y?+4,conD={(x,y) €R?:0<y <2x+2, y <2—2x},

sia direttamente che utilizzando il teorema di Stokes.

G

Esonero 13 Dicembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |
Nome: Cognome Matr.

Svolgere il seqguente esercizio motivando i passaggi

1) Sia dato il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da F(x, y, z) = (3y, 0, x2 — y2).
Calcolare il flusso del rotore di F verso I'alto, attraverso la superficie S di
equazione z=1—-x2—y2, conD={(x,y) €eR2: x>0, y >0, x2+y2 <1},

sia direttamente che utilizzando il teorema di Stokes.
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H

Esonero 13 Dicembre 2024 iscritto al secondo anno di corso
BES/DSA[ |
Nome: Cognome Matr.

Svolgere il seguente esercizio motivando i passaggi.

1) Sia dato il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da F(x, y, z) = (y+y?2, 1, 1). Cal-
colare il flusso del rotore di F verso I'alto, attraverso la superficie S di equa-
zione z = x2y?, con D = {(x,y) € R? : x < 0, x%2 + y2 < 1}, sia direttamente

che utilizzando il teorema di Stokes.




Analisi Matematica II - A.A. 2024/2025 - CdS Ingegneria Informatica ed Elettronica

Cenni di svolgimento

1A) La superficie S € una porzione di paraboloide, ha una rappresentazione pa-
rametrica di classe C?(D), & regolare, ha normale n = (2x, 2y, 1) per ogni
(x, y) € D. Risulta F e C1(R3) e

i 7 k
rotF=|a, 9, 9, |=(-1,—1,-2y) V(x,y,z)eR’.
y2 0 x—y

Pertanto

frotl'-"-nds = H (—1,—-1,-2y)-(2x, 2y,1)dxdy=” (—2x —4y)dxdy =
S D D

1 0 2
—2[ rzdrf (cost+ 2sint)dt = —.

0 —1/2 3
La superficie S e orientabile e con bordo.

+Fr(D)={(0,t): 0>t>—1} U {(cost,sint), —g <t<0}u
u{(t0),1>t>0}

+BS=+Y1U+7Y2U+73

+y1:{(0,t,1-t?):02t>—-1}, v, =(0,1,-2¢t);

+721{(COSf,Sinf,O),—gStSO}, Y, = (—=sint, cost, 0);

+¥3:{(t,0,1—-t?),12t>0},  v,=(1,0,-2t).

-

Fly, - v}, = (t%,0,—t)- (0, 1, —2t) = 2t

-

Fly,- v, = (sin’t, 0, cost—sint) - (—sint, cost, 0) = —sin>t

-

Flys - ¥4 =1(0,0,t)-(1,0,—2t) = -2t
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J y?dx+(x—y)dz = f ﬁ|y1-y'1dt+J I'-"lyz-y’zdt+f Flys - vidt =
+BS Y1 Y2 T3

-1 0 0
= J 2t2dt+J —sin3tdt+J —2t2dt =
0 —1/2 1

0 1 /2
= —2] t2dt+2J tzdt+f sind tdt =
-1 0 0

13(2 1) 2
o2 203

1B) La superficie S € una porzione di paraboloide e ha una rappresentazione
parametrica di classe C%(D), & regolare, ha normale n = (—2x, 0, 1) per ogni
(x,y) € D. Risulta F e C1(R3) e

[ k
rot F=[9x 9y 9z |=(1,1-x0) V(x,y,2)eR.
2
X
z — +
y > y

Pertanto

Jrotl'-"-ndS = f (1,1—x,0)-(—=2x,0, l)dxdy——ff 2xdxdy =
s D

—2] xde dy———

La superficie S & orientabile e con bordo.

+Fr(D)={(t,0):0<t<1} U {(1,8), 0<t<1}u{(tt), 1>t=>0}
+BS =+y1U+Y2U+7Y3

+y1:={(t,0,t*):0<t<1},  ¥;=(1,0,2t);
+y2:={(1,t1),0<t<1},  v,=(0,1,0);

+y3:={(t,t,t?), 1=2t>0}, v,=(1,1,20).

- t?
Fly, vy = (%0, ) (1.0,20)= t2 + t3

" 1
FlyZ~v’2=(1,t,5+t).(o,1,0)=t

- t2
F|y3~y;=(t2,t,E+t)-(1,1,2t)=t2+t+t3+2t2=t3+3t2+t
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x?2 .
J zdx+ydy+(— +y)dz = J Flyl-y’ldt+J
+BS 2 Y1 Y3

Y2

1 1
= f (t3+t2+t)dt—f (t3+ 3t2 + t)dt =
0 0

1
= —zf t2dt =—
0

1C) La superficie S ha una rappresentazione parametrica di classe C2(D), & re-

golare, ha normale n = (—2x, —2y, 1) per ogni (x, y) € D. Risulta F € C1(R3)

e
[ 4
rot F=|9x Oy a; =(y,0,0) V(x,y2z)eR
x 0 Y
2
Pertanto

Jrotl'-"-nds = J (y,0,0)-(—2x, 2y,1)dxdy——ff 2xydxdy =
s D

1—x
-2 xdx dy = ——.
f f Y=

La superficie S & orientabile e con bordo.

+Fr(D)={(t,0):0<t<1}u {(t,1—1t),1>t>0}u {(0,t): 1>t>0}
+BS=+Y1U+7Y2U+73
+y1:={(t,0,t?):0<t<1}, v, =(1,0,2t);
+y2:={(t,1—-t,2t°=2t+1), 12t>0}, v,=(1,—1,4t-2);
+y3:={(0,t,t?): 1220},  ¥;=(0,1,20).
Fly, - v, =(t,0,0)-(1,0,2t) =t

(1— )2

Fly,- v, =(t,0, )+ (1,—1,4t—2) =t + (2t — 1)(1 — t)?

. t2
Fly;-v5=1(0,0, E) .(0,1,2t)=1t3
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2
J xdx+y—dz = J I'-"Iyl-y’ldt+J F"lyz-y’zdt+J F|y3-y’3dt=
+BS 2 " Y2

v
1 1 ’ 1

= f tdt—f [t+(2t—1)(1—t)2]dt—f t3dt =
0 0 0
1

12

1D) La superficie S ha una rappresentazione parametrica di classe C?(D), & rego-

lare, ha normale n = (—2xy?2, —2x2y, 1) per ogni (x, y) € D. Risulta F € C}(R3)

e
i i Kk
rotF=| ax 9, 8,/=(0,0,—2y—1) V(x,y,2)eR>
y+y?2 1 1
Pertanto

Jrotl'-"-nds = H (0,0, -2y — 1) (—2xy?, —2x%y, 1)dxdy =
S D

= —ff (2y + 1)dxdy =
D

1 /2 T
= —f rdrf (2rsint+ 1)dt =——.
0 —1/2 2

La superficie S € orientabile e con bordo.

i n
+Fr(D)={(cost,sint):—EStSE} u{,t):1>t>-1}
+BS=+71U+7Y>2

. 5. i T
+7v1 := {(cost, sint, cos” tsin t):_EStSE}'

Y}, = (—sint, cost, 2sint cos t(cos? t —sin’ t));

+72:={(0,£,0):12t>—1}, ¥, =(0,1,0);

Fly, - v, = (sin®t+sint, 1,1)- (—sint, cost, 2 sint cos t(cos? t —sin® t)) =
= —sindt—sin’t+ cost+ 2sintcost(cos?t—sin’t)

Fly, v, =(t?+1,1,1)-(0,1,0) =1
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f (v? + y)dx + dy + dz=f
+BS

Fly, -y’ldt+f Fly, - v,dt =
Y1

Y2
1

/2 1
f (—sin3t—sin2t+ cost+—sin4t)dt—J dt =
—/2 2 -1

/2
= J (—sin2t+cost)dt—2=
—1/2

= —2J sinztdt=—28(—,—)=__,
0 2 2 2

1E) La superficie S ha una rappresentazione parametrica di classe C2(D), & re-
golare, ha normale n = (0,—2y, 1) per ogni (x,y) € D. Risulta F € C}(R3)
e

i j Kk

y+y? xy xz

D é una semiellisse, simmetrica rispetto all’asse delle x, a = 1/2,b = 1,

pertanto

f rotF-ndS = ff (0,—y?, —y—1)-(0,—2y, 1)dxdy =
s D

= —U (2y®—y—1)dxdy =
D

T
= ff dxdy = —area(D) = ——.
D 4
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La superficie S e orientabile e con bordo.

1 T /[
+Fr(D) = {(5 cost,sint): —E <t< 5} u {(0,t,1=2t=-1}
+BS=+y1U+7v>2

1 . 5 1[4
+Y1 ::{(Ecost,smt,sm t):— Stsi}

N3

1
y’l = (—5 sint,cost, 2sintcost);
+72:={(0,t,t?), 12t=>-1}, v, =(0,1,2t);
. 1
Fly, - vy = (sin’ t + sint, Ecostsin t, 5 cos tsin’t)-

1
-(—E sint, cost, 2sintcost) =

1 1 1
-3 sindt— Esin2 tdt + Esin tcos?t+ cos?tsin3t

Fly, - v, =(t+t2,0,0)-(0,1,2)=0

x2 . -
f xdx+—dz:J F|71'7/1df+f Fly, - v5dt =
+BS 2 Y1 Y2

/2 1 1 1
J (— —sin®t— —sin?tdt+ — sintcos?t + cos? tsin3 t)dt =
—n/2 2 2

/2 1 .31 T
— sin? tdt=——B(—,—)=——.
0 2 \2'2 4

1F) La superficie S ha una rappresentazione parametrica di classe C?(D), & re-

golare, ha normale n = (—8x, 2y, 1) per ogni (x,y) € D. Risulta F € C1(R3)

e

D:={(x,y)eR2:0<y<2, yTSXS

i ] Kk
rotF=|a, 9, a,/=(0,x,1) V(xy2z)eR.
zx x+y O
-2 2_

}, pertanto

f rotF-ndS = JJ (0,x,1)-(—8x, 2y, 1)dxdy = JJ (2xy + 1)dxdy =
s D D

(2—y)/2

2
= area(D)+ ZJ ydyJ xdx = area(D) = 2.
0 (y—2)/2
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La superficie S e orientabile e con bordo.

+Fr(D)={(t,0):—1<t<1} U {(t,2—-2t),1>t>0}U
u{(t,2+2t),0>t>-1}

+BS=+Y71U+72U+73

+y1:={(t, 0,4t +4): -1<t<1}, v, =(1,0,8t);

+y2:={(t,2—2¢t,8t),12t>0}, v,=(1,-2,8);

+y3:={(t,2+2t,—8t), 0=t>—-1},  y,=(1,2,-8).

Fly, vy = (4t3 + 4t,£,0)- (1,0, 8t) = 4t> + 4t

Fly, v, =(8t%,2—1,0)-(1,—2,8)=8t>+2t—4

Flys v, =(—8t%,2+3t,0)-(1,2,—8) =—8t> + 6t + 4

J zxdx+(x+y)dy=J ﬁlyl-y’ldt+J
+BS Y1 V3

Y2

1 1 0
= f (4t3 + 4t)dt—f (8t%2 + 2t — 4)dt—f (—8t2 + 6t + 4)dt = 2.
-1 0 -1

1G) La superficie S € una porzione di paraboloide, ha una rappresentazione pa-
rametrica di classe C?(D), & regolare, ha normale n = (2x, 2y, 1) per ogni

(x, y) € D. Risulta F € C1(R3) e

[ k
otF=ox 9, 8. |=(=2y,-2x,-3) V(xy2)eR’.
3y 0 x2—y?2

Pertanto

JrotF’-ndS = JJ (—2y, —2x,—3) - (2x, 2y,1)dxdy=JJ (—8xy — 3)dxdy =
s D D

1 /2 37
—f er (8r3sintcost+ 3r)dt = _(T + 1).
0 0
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La superficie S e orientabile e con bordo.
+Fr(D)={(t,0):0<t<1} U {(cost,sint), 0 <t < g} u{(0,t),1=>t=>0}
+BS=+Y1U+72U+73
+y1:{(t,0,1-t*):0<t<1}, v, =(1,0-2t);
+7v> : {(cost,sint,0), 0<t< g}, 7’2 = (—sint, cost, 0);
+y3:{(0,t,1—t%),1>2t>0}, vy;=(0,1,-2t).
Fly, - vy =(0,0,t%) (1,0, —2t) = —2¢t3
Fly, - v, = (3sint, 0, cos? t—sin®t) - (—sint, cost, 0) = —3sin’ t
Flys - vy =(3t,0,—t%)- (0,1, -2t) = 2t

J 3ydx + (x* — y?)dz f Iflyl-y’ldt+f ﬁlyz'Y;dt+f Flys - v5dt =
+BS Y1 Y2

Y3

1 /2 1
J —2t3dt+f —3sin2tdt—J 2t3dt =
0 0 0

1 /2
—4f t3dt—3f sin? tdt =
0 0

1 3B(3 1) 1 31‘[)
= =1--B(5,2)=—(1+—).
2 22 4

1H) La superficie S ha una rappresentazione parametrica di classe C2(D), & rego-

lare, ha normale n = (—2xy?2, —2x2y, 1) per ogni (x, y) € D. Risulta F € C}(R3)

e
. ] Kk
rotF=| ax 9, 9,=(0,0,—2y—1) V(x,y,2)eR’.
y+y? 1 1
Pertanto

J rotF - ndsS J (0,0, -2y — 1) (—2xy?, —2x%y, 1)dxdy =
s
= ff (2y + 1)dxdy =

3m/2 T
= —f rdrf (2rsint + 1)dt:—§.
0



Analisi Matematica II - A.A. 2024/2025 - CdS Ingegneria Informatica ed Elettronica

La superficie S e orientabile e con bordo.

i 3n
+Fr(D) = {(cost,sint): > <t< 7} u{0,t):—1<t<1}
+BS=+Y71U+7Y2

T
+71 := {(cost,sint, cos?tsin’t) : > <t< 7},

Y}, = (—sint, cost, 2sint cost(cos? t —sin’ t));

+v2:=4(0,t,0): —1<t<1}, Y, =(0,1,0);

Fly, Yy = (sin®t+sint,1,1)-(—sint, cost, 2sintcost(cos?t—sin’t)) =
=—sint—sin’t+ cost+ 2sintcost(cos?t—sin’t)

Fly, 75 =(+£1,1)-(0,1,0) =1

f (v? +y)dx + dy + dz:f
+BS Y2

Y1
1

3m/2 1
J (—sin3t—sin2t+cost+—sin4t)dt+f dt =
/2 2 -1

3m/2
f (—sin2t+cost)dt+2=
/2

/2 31 T
—2J sinztdt=—28(—,—)=——.
0 2'2 2
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| Esonero Marzo 2025 Civile[ ] Meccanica| |

iscritto al primo anno di corso BES/DSA| |

A

Nome: Cognome

Matr.

Svolgere il seguente esercizio motivando i passaggi
Y £(0,0)
- 5 A XI ’
1) Siaf(x,y)=1{ x2+y? g
0 (x,y)=(0,0)
Rispondere alle seguenti domande:

e f e continua in (0, 0)

e VF(0,0)=( , )

e per la differenziabilita in (0, 0) scrivere la formula di
e(x,y) =

¢ f e differenziabile in (0, 0)

. caz;\clcolare quando v = (1, ¥3)
a—V(O, 0)=.

2) Data la funzione f(x, y) = x3y? —x*y? —x3y3 , stabilire se i punti del tipo (h, 0)
11

conheRe (5, §) sono critici e studiarne la natura.

3) Determinare, se esistono, massimo e minimo assoluti della funzione f(x, y) =

eX*Y nell'insieme A = {(x,y) € R? : x> + 4y?> =5},
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| Esonero Marzo 2025 Civile[ ] Meccanica| |

iscritto al primo anno di corso BES/DSA| |

Nome: Cognome Matr.

Svolgere il seguente esercizio motivando i passaggi.
3x2y —y3
— (% 0,0
1) Siafouyy =1 x2ayz X¥VI#(0.0)
0 (x,y)=(0,0)
Rispondere alle seguenti domande:
e f & continua in (0, 0)
e VF(0,0)=( , )

e per la differenziabilita in (0, 0) scrivere la formula di e(x, y) =

« f & differenziabile in (0, 0)
. cc'}IcoIare quando v = (¥3, 1)

F)

—(0,0) =

av( )

2) Data la funzione f(x, y) = x3y?2 —x*y2 —x3y3 , stabilire se i punti del tipo (0, k)
11

conkeRe (E' 5) sono critici e studiarne la natura.

3) Determinare, se esistono, massimo e minimo assoluti della funzione f(x, y) =

eXY nell'insieme A = {(x, y) € R? : 4x? + y? =5}.
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1A) Iniziamo con lo studiare la continuita di f(x, y) in (0, 0). Dobbiamo calcolare,

se esiste
_ x3 + 3xy?
lim 5
x.y)—(0,0) X*+y
Passiamo a coordinate polari x = rcost, y = rsint e consideriamo il valore
assoluto della funzione.
r3|cos3t+ 3costsin?t|

lim — =limr|cos3t+ 3costsin?t| < lim4r =0,
r—0  r2(cos?t+sin“t) r—0 r—0

uniformemente in t. Pertanto f € continua in (0, 0).
Calcoliamo, se esiste, il gradiente nell’origine.
h,0)—f(0,0 h3 0,k)—f(0,0
fthO=f0,0) . [O0=f00)
h h3 k
= Vf(0,0)=(1,0)

Vh #0

Studiamo ora la differenziabilita. Se f e differenziabile in (0, 0) allora deve

risultare
f(x,y) =£(0,0) +£,(0, 0)x + f/(0, 0)y + &(x, y) v x* + y?

x3 4 3xy?

————— =X+ (X, y)VXx2+ y?

X212 (x,y) y
2xy?

(X2 + y2)Vx? +y?

con &(x, y) infinitesima per (x,y) — (0,0). Passando di nuovo a coordinate

ex,y)=

polari, risulta

~ 2r3costsin®t L -
l[im =lim2costsin“t=2costsin“t

r—0 r2v/r2 r—0

dunque f non e differenziabile nell’origine. Ne consegue che per studiare la

derivabilita direzionale nell’origine lungo la direzione v, dobbiamo utilizzare

la definizione di derivata direzionale.

f(lt ﬁt) f(0,0) 1t3 9t3

gy I_ - 7 - +_

2" 2 Ciml.8 8 _
t—0 t t2

lim
t—0

Al WU

t
) of 5
In conclusione —(0, 0) = —.
ou 4
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1B) Iniziamo con lo studiare la continuita di f(x, y) in (0, 0). Dobbiamo calcolare,

se esiste
. 3x%y —y3
lim ——
xy)=(0,0) X +y
Passiamo a coordinate polari x = rcost, y = rsint e consideriamo il valore
assoluto della funzione.
r3|3cos2tsint—sint|

lim — =limr|3cos?tsint—sint| <lim4r=0,
r—0  r2(cos?t+sin“t) r—0 r—0

uniformemente in t. Pertanto f € continua in (0, 0).
Calcoliamo, se esiste, il gradiente nell’origine.

h,0)—f(0,0 0,k)—f(0,0 k3
f(h, 0)—f( )=o, VK £0 f(0,k)—f(0,0)

h K T
—s Vf(0,0) = (0,—1)

-1

Vh #0

Studiamo ora la differenziabilita. Se f e differenziabile in (0, 0) allora deve

risultare
f(x,y)=£(0,0) +£,(0, 0)x +f;(0, 0)y + £(x, y)vV/x? + y?

3x%y —y? 3
W=—y+ E(X,}/) X2+y2
4x2y

(X2 +y2)V/x2 + y?

con &(x, y) infinitesima per (x,y) — (0,0). Passando di nuovo a coordinate

&x,y)=

polari, risulta

. 4r3cos’tsint . .
l[im =lim4cos‘tsint=4cos“tsint

r—0 r21/r2 r—0

dunque f non e differenziabile nell’origine. Ne consegue che per studiare la

derivabilita direzionale nell’origine lungo la direzione u, dobbiamo utilizzare

la definizione di derivata direzionale.

‘/—gt,lt)—f(o,O) 1 2t3——t3
2 8

f(
lim —2 =lim=- 8
t—0 t t—0 t t2

1

=1.

. of
In conclusione —(0,0) = 1.
v
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2) La funzione f(x,y) = x3y?2 — x%y2 — x3y3 & di classe C%(R?). Calcoliamo le
derivate prime e vediamf sle queste si annullano nei punti (h,0), h € R;
(0,k), keR e nel punto (5, 5):

£y, y) = 2%y — 2x%y — 3x°y?

11
H R / _ / — N- f — 1 — r(_ ) —
qumdlleslsendo fx(h, 0)=0, fy(h, 0)=0; fX(O, k)=0, fy(O, k) 1_ (;efx(z, 3) =
0, f;(z, 5) = 0, i punti del tipo (h,0), heR; (0,k), keRe (5, 5) sono punti
critici.

Andiamo ora a calcolare le derivate seconde per vedere se poter applicare il

metodo dell’Hessiana:

6xy% —12x%y2 —6xy3  6x%2y—8x3y —9x2y?
Hi(x,y) =
6x2y — 8x3y — 9x2y? 2x3 —2x* - 6x3y

0 0
Nei punti (h, 0), h € R, risulta H¢(h, 0) = quindi detHf(h, 0) =
0 2h3—-2h*

00
0; analogamente, nei punti (0,k), kK € R risulta Hf(0, k) = - quindi

detHf(0, k) = 0 e quindi occorre studiare questi punti critici con un altro

metodo.
Essendo f(h, 0) = f(0, k) = 0, andiamo a studiare il segno di
FOGY) =x3y? —x*y? —x3y3 = x2y?x[1—x—y].

Poiché x2y? > 0, V x, y € R, andiamo a studiare il segno di x[1—x—y].

Andando a visualizzare direttamente nel grafico il segno, si deduce immedia-

tamente che
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A

Figura 1: Grafico del segno della f

i punti del tipo (h,0) per h <0 v h > 1 sono punti di massimo relativo
visto che & sempre possibile trovare un intorno di questi punti in cui la
funzione & sempre negativa;

e se 0 < h<1,ipuntidel tipo (h,0) sono di minimo relativo, in quanto
si riesce a trovare un intorno di questi punti in cui la funzione & sempre
positiva;

e (0,0) e (1,0) sono punti sella visto che in ogni loro intorno ci sono sia

punti in cui la funzione € positiva che punti in cui la funzione € negativa;

e | punti (0, k) per k € R sono punti sella visto che in ogni loro intorno ci

sono sia punti in cui la funzione e positiva che punti in cui la funzione &

negativa.
1 1
11 _ 11 9 12
e Nel punto (5' 5), invece risulta Hf(z, 5) = ) )
12 8

11 11 11
uindi essendo f”’ (—, =) <0 edetHs(—, =) > 0 il punto (=, =) € un punto
Q o5 3) 150 3) punto (=, )& unp

di massimo relativo.

3A) L’insieme A ¢ R? & un compatto, infatti & limitato: A ¢ [—+/5, E]x[_T' 7]

e posto g(x, y) = x? + 4y?, g(x, y) & continua e A = g~1({5}) e dunque & un

chiuso in quanto controimmagine di un chiuso tramite un’applicazione conti-
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nua.
La funzione f € continua, dunque per il teorema di Weierstrass ammette mas-
simi e minimi assoluti.

Posto ¢(x, y) = x2 + 4y? —5, osserviamo che f, ¢ € C1(R?), ed inoltre
(2) ZyN (Vo = (0,0)) = .

Cerchiamo allora i punti di massimo e minimo assoluti in A utilizzando il meto-
do dei moltiplicatori di Lagrange, visto che il vincolo & nella forma ¢(x, y) = 0.
Sia

F(x,y,a) = e + a(x? + 4y* —5).

Per la (2) i punti di massimo e di minimo vincolato devono annullare VF:

F,.=e"+2ax=0 a(x—4y)=0
F;=ex+y+ 8ay=0 = ety +2ax=0
F/=x?+4y?—5=0 X% +4y?—5=0

Se a = 0 allora dalla seconda equazione otteniamo e**Y = 0, e quindi nessuna
soluzione.

1
Se x — 4y = 0 allora dalla terza equazione 4y?> —1 = 0, da cui y = x5 Ri-

1 1
mangono pertanto individuati i punti (2, E) e (—2,—5) che risulteranno per
il teorema di Weierstrass i punti di massimo e di minimo assoluti cercati. Se

1
calcoliamo i valori di f in questi punti osserviamo che f(2, E) = e%2 & il mas-

1
simo assoluto,f(—2,—5) = e~>/2 & il minimo assoluto.

Avremmo potuto risolvere il problema anche utilizzando il metodo dello Jaco-

biano:
x?+4y?—5=0
x2+4y?—5=0 X =4y
ex+y ex+y = ——9
=0 2etY(x—4y) =0 4y2—-1=0

2x 8y

e dunque si riottengono i punti trovati con il metodo dei moltiplicatori di

Lagrange.
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3B)

Avremmo anche potuto risolvere I'esercizio esplicitando il vincolo in coordina-
- V5

te ellittiche: x(t) = ¥/5cost; y(t) = —-sin t, te[0,2mn].

Osservando poi che la funzione f(x, y) € una composizione di funzioni e la

funzione esponenziale &€ monotona crescente basterebbe determinare i pun-

ti di massimo e di minimo assoluti dell’esponente della funzione f: G(t) :=

1
g(x(t), y(t)) = x(t) + y(t) = ¥/5(cost + Esin t) e dunque studiare il segno di
1
G'(t) = v/5(—sint+ 5 cos t)> 0.

Avremmo potuto infine risolvere il problema con le curve di livello della fun-
zione g(x,y) = x + y rispetto al vincolo x2 + 4y? = 5. In questo caso dob-

biamo determinare le rette del fascio x + y = ¢ che hanno intersezioni con

X2+ 4y? =5,
X+y=c X=c—y
= =
x2+4y?=5 5y2—2cy+c?—5=0

A
—=25—4c2>0
4

5 5 5
E dunque si ottengono soluzioni per c € [_5' +§]. | valorix+y = :tz saranno

quelli che individueranno nel vincolo i punti di massimo e di minimo assoluto

(sempre per Weierstrass).

V5 V5
L’'insieme A c R? & un compatto, infatti & limitato: A c [—7, T]x[—ﬁ, V5]

e posto g(x, y) = 4x2 + y?, g(x, y) & continua e A = g~1({5}) e dunque & un
chiuso in quanto controimmagine di un chiuso tramite un’applicazione conti-
nua.

La funzione f e continua, dunque per il teorema di Weierstrass ammette mas-
simi e minimi assoluti.

Posto ¢(x, y) = 4x? + y2 —5, osserviamo che f, ¢ € C1(R?), ed inoltre

ZsN (Vo =(0,0)) =D.
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Cerchiamo allora i punti di massimo e minimo assoluti in A utilizzando il

metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Sia

F(x,y,a) =e*Y + a(4x? + y> — 5).

Risulta:
F,=eXY+8ax=0 a(4x+y)=0
F; =—eXY+2ay=0 = e* ¥ +8ax=0
Fl=4x2+y2—5=0 4x? +y?—5=0

Se a = 0 allora dalla seconda equazione otteniamo e* = 0, e quindi nessuna
soluzione.

1
Se 4x+y = 0 allora dalla terza equazione 4x%2—1 = 0, da cui x = iE' Rimango-

1 1
no pertanto individuati i punti (5,—2) e (_E' 2). Per il teorema di Weierstrass
essi saranno i punti di massimo e di minimo assoluti cercati. Se calcolia-

1
mo i valori di f in questi punti osserviamo che f(E,—Z) = e°/? & il massimo
1 2 ] . .
assoluto,f(—z, 2) = e~>/2 & il minimo assoluto.
Questo esercizio puod essere risolto con il metodo dello Jacobiano, oppure per so-

stituzione o infine per via grafica con le linee di livello, analogamente all’esercizio
3A.
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A

Il Esonero Aprile 2025 Civile[ ]

Svolgere il seguente esercizio motivando i passaggi.

1) Dato il problema di Cauchy: y”/(x)+2y’(x)+y(x) = e *+cosx, y(0)=1, y’'(0) =

0, fornire i seguenti risultati:

e integrale generale equazione omogenea:

soluzione particolare corrispondente al termine e™*:

soluzione particolare corrispondente al termine cosx:

integrale generale della equazione completa:

valori c1 e ¢, della soluzione del problema di Cauchy:

2) Sia Eil cilindro x2+y2 < 4 compreso tra z= 0 e z = 2. Sapendo che la funzione

densita & data da f(x, y, 2) = y? + z, determinare

« m(E) =

e XGg =

e ZG
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3) Determinare I'area della superficie laterale individuata dalla curva y = cosx, x €

[0,2m] e da z(x, y) = V1 +sin’x.




Analisi Matematica II - A.A. 2024/2025 - CdS Ingegneria Informatica ed Elettronica

Il Esonero Aprile 2025 Civile[ ]

Svolgere il seguente esercizio motivando i passaggi.

1) Dato il problema di Cauchy: y”(x)—2y’(x)+y(x) = eX+sinx, y(0)=1, y’(0) =

0, fornire i seguenti risultati:

e integrale generale equazione omogenea:

soluzione particolare corrispondente al termine e*:

soluzione particolare corrispondente al termine sin x:

integrale generale della equazione completa:

valori c1 e ¢, della soluzione del problema di Cauchy.

2) Sia E il cilindro x?+y? < 4 compreso tra z= 0 e z = 2. Sapendo che la funzione

densita & data da f(x, y, 2) = x2 + z, determinare

e m(E) =

® Xg =

* YG =



Analisi Matematica II - A.A. 2024/2025 - CdS Ingegneria Informatica ed Elettronica

e 7Zg =

3) Determinare I'area della superficie laterale individuata dalla curva y = sinx, x €

[0,27] e da z(x,y) = V1 + cos?x.
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A

Il Esonero Aprile 2025 Meccanica| |

Svolgere il seguente esercizio motivando i passaggi.

2) Sia E il cilindro x?+y? < 4 compreso tra z= 0 e z = 2. Sapendo che la funzione

densita & data da f(x, y, 2) = y2 + z, determinare

e m(E) =
® Xg =
* YG=

e Zg =

3) Determinare I'area della superficie laterale individuata dalla curva y = cosx, x €

[0,27] e da z(x, y) = V1 + sin®x.

4) Calcolare in due modi diversi
J 2xIn(1 + y?)dx + (X + y?)dy
Y

guando v e la curva che delimita il triangolo di vertici (0, 0), (1, 1), (0, 1).
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Il Esonero Aprile 2025 Meccanica| |

Svolgere il seguente esercizio motivando i passaggi.

2) Sia Eil cilindro x2+y2 < 4 compreso tra z= 0 e z = 2. Sapendo che la funzione

densita & data da f(x, y, z) = x2 + z, determinare

e m(E) =
® XG=

® yGg =

3) Determinare I'area della superficie laterale individuata dalla curvay = sinx, x €

[0,27] e da z(x, y) = V1 + cos?x.

4) Calcolare in due modi diversi
J 2xIn(1 + y?)dx + (X + y?)dy
¥

guando v € la curva che delimita il triangolo di vertici (0, 0), (1, 0), (1, 1).
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Al) L'equazione caratteristica associata alla equazione omogenea & z2+2z+1 =

Bl)

A2)

0 che ammette come soluzioni z=—1 con molteplicita 2. L'integrale gene-
rale della equazione omogenea € pertanto y(x) =c1e™ + coxe™X.
Cerchiamo ora una soluzione particolare di y”’(x) + 2y’(x) + y(x) = e~ *. Sic-
come —1 e soluzione della equazione caratteristica con molteplicita 2 cer-
cheremo una soluzione della forma y1(x) = ax?e~*. Derivando due volte e
sostituendo si ottiene: y1(x) = Exze‘x.

Una soluzione di y”(x) + 2y’(x) + y(x) = cosx ha invece la forma y,(x) =
asinx+b cosx. Derivando due volte e sostituendo si ottiene: y,(x) = ; sinXx.

Pertanto l'integrale generale della equazione completa e

1 1
cre X+ coxe X+ —x%e X + > sinx.

Imponendo il dato iniziale si ottienec; =1, ¢, = %

L'equazione caratteristica associata alla equazione omogenea & z2—2z+1 =
0 che ammette come soluzioni z =1 con molteplicita 2. L’integrale generale
della equazione omogenea e pertanto y(x) = ci1e* + coxe*.

Cerchiamo ora una soluzione particolare di y”/(x) — 2y’(x) + y(x) = eX. Sic-
come 1 e soluzione della equazione caratteristica con molteplicita 2 cer-
cheremo una soluzione della forma y1(x) = ax?eX. Derivando due volte e

sostituendo si ottiene: y1(x) = Exzex.

Una soluzione di y”(x) — 2y’(x) + y(x) = sinx ha invece la forma y2(x)
asinx + bcosx. Derivando due volte e sostituendo si ottiene: y>(x) =

1
Ecosx. Pertanto I'integrale generale della equazione completa &

1 1
ci1eX + coxeX + Exzex + > COSX.

Imponendo il dato iniziale si ottiene ¢c; = — = —c¢3.

1
2
L'insieme E := {(x,y,2) € R3 : x2 + y2 < 4, z € [0,2]} si pud scrivere in

coordinate cilindriche nella forma

F:={(r,t,2):re[0,2],te[0,2n], z€[0,2]}=[0,2] x[0,2m] x [0, 2].
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Avremo

2 27 2
m(E) = f rdrf dtf (r?sin’t+ z)dz =
0 0 0

2 27 2 2 2T 2
= J r3er sinztdtJ dz+f rdrf dtJ zdz =
0 0 0 0 0 0

= 8m+8m=16T.

1 21
Xg = — rdrf dtJ rcost(r?sin’t+ z)dz =
lom

27
= f 4drf costsin? tdtf dz +
161T
21
+ J r er costdtJ zdz)=0

2m
Yy = — rdr dt rsmt(r sin? t+2)dz=
l16m

27 21
= J 4drf sin tdtf dz+J r er smtdtJ zdz):O
161T

271
Zzc = — rer dtJ z(r?sin t+z)dz—
l16m
1 271 271 2
= —(f r3drf sinztdtf zdz+J rer dtf z2dz) =
16m* Jo 0 0 0 0 0
16n(8n+ 3 n) 6

B2) L'insieme E := {(x,y,z) € R? : x2+ y2 < 4, z € [0,2]} si pud scrivere in

coordinate cilindriche nella forma

F:={(r,t,2):re[0,2],te[0,2n], z€[0,2]}=[0,2] x[0,2m] x [0, 2].
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Avremo

2 2 2
m(E) = J rer dtJ (r’cos?t+ z)dz =
0 0 0

2 2 2 2 2 2
= J r3er cos? tdtJ dz+f rer dtJ zdz =
0 0 0 0 0 0

= 8n+8m=16m.

1 21
Xg = — rdrf dtJ rcost(r’cos’t+ z)dz =
16m

21 2m
= J 4er cos tdtf dz+J r er costdtj zdz)=0
161‘[

2m
ye = — rdr dt rsmt(r cos’t+2)dz=
lém

21 2
= 4dr sintcos?tdt | dz+
167T 0

2n
+ J 2er smtdtJ zdz):o

27
2 = — rdr dt z(r cos’t + z)dz =
167

1 21 21 2
= —(J r3er cosztdtJ zdz+J rer dtf zzdz)=
len* ) 0 0 0 0 0

= —(87‘[+ —n) = I

A3) f & continua e non negativa su tutto R?; la curva % puo essere parametrizzata
conx(t) =t, y(t)=cost, t €[0,2m]. ¥ &regolare e ds = y/(X’(t))2 + (y’(t))2 dt =

V1 + sin?tdt. Pertanto

2m

2m
area = ffds=J \/1+sin2t-\/l+sin2tdt=f (1+sin’t)dt=
¢ 0 0

= 21+ m=3T.

B3) f & continua e non negativa su tutto R?; la curva ¢ pud essere parametrizzata

con x(t) =t, y(t) =sint, t€[0,2n]. € € regolare e

ds = /(x"(£))? + (y/(£))2dt = V1 + cos? t dt.
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Pertanto

2n 2m
area = ffds= V1+cos2t-v1+cos?tdt= (1+ cos?t)dt=
@ 0 0
= 2m+ m=3T.

A4) SiaT:={(x,y)€R?2:0<x<1, x<y<1}. T é&undominio regolare rispetto

all’asse x e la curva v, percorsa in verso antiorario, € +Fr(T).
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0=(0,0), A=(1,1), B=(0,1).

N

B A e Il segmento OA e parametrizzato
da: x(t)=t¢t, y(t)=t, 0<t<1

il segmento AB € parametrizzato
da: x(t)=t¢t, y(t)=1, 1>t>0;

il segmento BO e parametrizzato
da:

x(0)=0, y(t)=t, 1 >t=0.
Possiamo calcolare I'integrale sia direttamente che facendo uso delle formu-

le di Green

I = f2x|n(1+y2)dx+(ex+y2)dy=f 2xIn(1 + y?)dx + (X + y?)dy +
% OA

+ J 2x|n(1+y2)dx+(ex+y2)dy+J 2xIn(1 + y?)dx + (eX + y?)dy =
AB BO
1 1 1
= f[2t|n(1+t2)+(et+t2)]dt—2|n2f tdt—f (1+ t?)dt =
0 0 0
1 1
= J 2t|n(1+t2)dt—ln2+J [el+t?—1—t?]dt =
0 0
1
= f In(1+t2)d(1+t>)—In2+e—2=
0

= —1+Ind4—In24+e—2=In2+e—3.

9 2y, ° 2
I = [—2x—|n(1+y )+ —(eX+y )]dxdy=
T ay oX
1 1, 1 1
= —f 2xdxf —In(1+y2)dy+f exdxf dy =
0 X oy 0 X
1 -1 1
= —J 2x[ In(1 +y?)] dx+f (1—x)eXdx =
0 y=x 0

1
= —In2 +f 2xIn(1 + x?)dx + 2[eX]] — [xeX]; =
0

= In2+e—3.

B4) SiaT:={(x,y)eR?:0<x<1, 0<y<x}. Teé&undominio regolare rispetto
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all’asse x e la curva 7, percorsa in verso antiorario, € +Fr(T).

0=(0,0), A=(1,0), B=(1,1).

y B
e Il segmento OA e parametrizzato
1 da: x(t)=t¢t, y(t)=0, 0<t<1;
e il segmento AB e parametrizzato
> da: x()=1, y(t)=t, 0<t<1;
) A X
e il segmento BO e parametrizzato

da: x(t) =t y(t)=t 1>t>0.
Possiamo calcolare I'integrale sia direttamente che facendo uso delle formu-

le di Green

I = f2x|n(1+y2)dx+(ex+y2)dy:J 2xIn(1 + y?)dx + (eX + y?)dy +
Y OA

+ f 2x|n(1+y2)dx+(ex+y2)dy+f 2xIn(1 + y2)dx + (eX + y?)dy =
AB BO

1 1 1 1
f 0dt+f (e + tz)dt—f 2t|n(1+t2)dt—f (el + t?)dt =
0 0 0 0

1
= 1—J IN(L+t3)d(1+t))=1+1—In4=2—-2In2.
0

0 0
I = ff[——2x|n(1+y2)+—(ex+y2)]dxdy=
T oy 0X

(‘1 X 3 1 x
= — 2xdxf —In(1+y2)dy+f exdxf dy =
Jo o 9y 0 0

Mt 2 V=X '

= — 2x[|n(1+y )] dx+ | xeXdx =

Jo y=0 0

1

= - 2x|n(1+x2)dx+[xex]é—[ex](1)=

0

= 1—Iln4+e—e+1=2—21In2.
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A

Il Esonero - Maggio 2025 Civile [ ] Meccanica| |

iscritto al primo anno di corso BES/DSA| |

Nome: Cognome Matr.

Svolgere il seguente esercizio motivando i passaggi.

1) Sia S la superficie ottenuta da una rotazione di 180°, intorno all’asse z, del
segmento z=2—x, x €[1,2]. Sia nla normale alla superficie S in modo

che la terza componente risulti positiva. Sia F(x, y, z) = (xy?, X2y, 2).

e Determinare I’equazione della superficie generata:

x(t,u) =

r(t, u) :={ vt u)= (t,u)e

z(t,u) =

\

disegnare la superficie S a pagina successiva;

calcolare il vettore (L, M, N) in modo che N sia positivo

(LM, N)=( : , );

calcolare il flusso di F attraverso S
flusso =

(svolgere i conti)

il campo F & conservativo?
Motivare la risposta a pagina successiva.
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e scrivere a pagina successiva le equazioni del bordo di S con il loro verso

di percorrenza: +9S

e calcolare f+aSF- Tds, quando T € la tangente a +4S.

f F-tds=
+9S
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Il Esonero - Maggio 2025 Civile [ ] Meccanica| |

iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Svolgere il seguente esercizio motivando i passaggi.

1) Sia S la superficie ottenuta da una rotazione di 180° intorno all’asse y del
segmentoy =2—x, x €[1,2]. Sia n la normale alla superficie S in modo

che la terza componente risulti positiva. Sia F(x, y, z) = (xz2, y, x2Z2).
e Determinare I’equazione della superficie generata

( x(t,u) =

r(t, u) :={ yit u)= (t,u)e

z(t,u) =

\
e disegnare la superficie S a pagina successiva,;

e calcolare il vettore (L, M, N) in modo che N sia positivo
(LM N)=( : , );
e calcolare il flusso di F attraverso S
flusso =

(svolgere i conti)
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e il campo F é conservativo?
Motivare la risposta a pagina successiva.

e scrivere a pagina successiva le equazioni del bordo di S con il loro verso

di percorrenza: +9S

e calcolare f+aSF-Tds, guando T € la tangente a +9S.

f F-tds=
+3S
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A) La curva regolare z = 2 —x, x € [1,2] che si trova nel piano xz genera,

per rotazione di 180° intorno all’asse z, una porzione di tronco di cono di

equazione:
x(t,u)=tcosu
r(t,u) ;=4 y(t,u)=tsinu (t,tu)e[l,2]x[0,m]=D
z(t,u)=2—-t
Si tratta di una superficie di classe C1(D) che ha normale
i j k
n:=(L,MN) = | cosu sinu —1|=i-tcosu+j-tsinu+k-t

—tsinu tcosu O
L=tcosu, M=tsinu, N=te[l,?2].

Pertanto la terza componente del vettore normale € sempre positiva.

Per calcolare il flusso del campo F = (xy?, x2y, z) lungo la superficie S nella
direzione della normale n dobbiamo calcolare I'integrale superficiale fSF-
ndS. Visto che poi I'integrale € in dS non & necessario normalizzare il vettore
n, basta poi integrare in dtdu.
Fls = (t3sinucosu, t3sinucos?u,2—t)
Fls-n = (t3sin?ucosu, t3sinucos?u,2—t)-(tcosu, tsinu,t)
= t*sin®ucos?u+t*sinucos?u+2t—t? =

= 2t*sinucos?u+2t—t?
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f F-ndS
S

Ricordando che

/2 1 i /2
f sin?2udu = —f sinzvdv=f sinvdv =
0 2 Jo 0

2 1r
J dtJ (2t*sinucos?u+ 2t—t?)du =
1 Jo

2 /2 2
= J t4dtj sin22udu+1rf (2t—t2)dt =
1 0 1

/2
=J sinv(—cosv) dv
0
2 /2
= [—sinvcosv]O +J cos?vdv =
0

T Vs
= —f sinvdv —
0

2

J, sitvav = g
sin“vdv = —,
0 4

si ottiene:
m 24 2 31 2 133
F-ndS = — tdt+ —-m=—mn+ —n"T=—T.
S 4 )q 3 20 3 60

Il campo di forze F(x,y, z) = (xy?2, x2y, z), F € C}(R3) inoltre il suo rotore
V x F = (0,0, 0), dunque & irrotazionale. Siccome R3 & semplicemente con-

nesso allora F e conservativo.

La superficie S prima individuata & sicuramente di classe C2([1, 2] x [0, r]),
orientata, regolare. Determiniamo ora il bordo di S. +9S = r(+Fr([1, 2] x
[0, m])) e con bordo le cui equazioni suono individuate da:

e (t,0), 1<t<2 — v1={(t0,2—-1),1<t<2};

e (2,u), 0su<nm - 7v2={(2cosu,2sinu,0), 0 <u<my},

e (t,m),22t=21 — 7y3={(-t0,2—t),2=>2t=>1};

e (Lu), t2u=>0 ~— 7vya={(cosu,sinu,1), t>u=>0}.

In effetti il bordo della superficie € proprio quello indicato nella figura prece-

dente e il verso indicato nella figura e proprio quello positivo per il 3S. Per
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calcolare f+as F-tds e allora possibile applicare il teorema di Stokes. Siccome

il campo F e irrotazionale tale integrale € nullo.

B) La curva regolare y = 2 —x, x € [1,2] che si trova nel piano xy genera,
per rotazione di 180° intorno all’asse y, una porzione di tronco di cono di

equazione:
x(t,u)=tcosu
r(tt,u):=1 y(t,uy=2-—t (t,uye[l,2]1x[0,]=D
z(t,u) =tsinu

Si tratta di una superficie di classe C1(D) che ha normale

i J k
n:=(,MN) = | cosu -1 sinu|=—(-tcosu—j-t—k-sinu
—tsinu 0 tcosu
L=—tcosu, M=—-t, N=-—tsinuel[l,2]x[0,mn].

Pertanto, per rendere la terza componente del vettore normale positiva dob-
biamo considerare

n=(tcosu,t, tsinu).

Il grafico della superficie S € esattamente quello dell’esercizio A, basta con-

siderare come asse verso |'alto I’asse y.

Per calcolare il flusso del campo F = (xz2, y, x22) lungo la superficie S nella
direzione della normale n dobbiamo calcolare I'integrale superficiale fSF-
ndS. Visto che poi I'integrale € in dS non € necessario normalizzare il vettore
n, basta poi integrare in dtdu.
Fls = (t3sinucosu,2—t, t3sinucos?u)
Fls-n = (t3sinucosu,2—t, t3sinucos?u)-(tcosu,t, tsinu)
= t*sinfucos?u+ t*sin‘ucos®u+2t—t? =
= 2t*sinucos®u+ 2t—t?
31 2

JF-ndS = —TT+ —T. (vedi esercizio A)
5 20 3
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Il campo di forze F(x,y,z) = (xz2,y,x%z), F € C}(R3) inoltre il suo rotore
V x F = (0,0, 0), dunque ¢& irrotazionale. Siccome R3 & semplicemente con-

nesso allora F & conservativo.

La superficie S prima individuata & sicuramente di classe C2([1, 2] x [0, m]),
orientata, regolare. Determiniamo ora il bordo di S. +9S = r(+Fr([1, 2] x

[0, m])) e con bordo le cui equazioni suono individuate da:

e (£,0), 1<t<2 —» 7y1={(t,2—t0), 1<t<2};

e (2,u), 0su<m - 7v,={(2cosu,0,2sinu), 0su<my,

e (t,m), 22t>21 — y3={(-t,2—-t0), 2>t=>1};

e (Lu), t2u=>0 — 7vya={(cosu,1,sinu), t>u=>0}.
In effetti il bordo della superficie & proprio quello indicato nella figura prece-
dente e il verso indicato nella figura e proprio quello positivo per il 3S. Per

calcolare f+as F-tds e allora possibile applicare il teorema di Stokes. Siccome

il campo F e irrotazionale tale integrale e nullo.
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Esonero 7 Novembre 2025 A

iscritto al secondo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi riportando nel foglio solo le risposte richieste

1) Sia f : [0, o[— R definita da: f(x) = (1 + 2x)e *. Dire se f & integrabile in
senso generalizzato nella semiretta [0, oo[ e, in caso affermativo, calcolarne

I'integrale.

2) Sia f : R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la

funzione g : [—m, m) — R definita da:

x2+mx —m<x<0
g(x) =
X O<x<m.

e siano ap, b, per ogni n > 1 i suoi coefficienti di Eulero Fourier. Determinare

@ che tipo di punto e il punto x = 0 per g? (spiegare)

scrivere quanto vale | b5, =

[ee]
la somma della serie| > (a? + b%) =
n=1

3) Sia f : R?2 = R definita da f(x, y) = (2x — 1)|2y — 1|eX*Y.
11
@ Il punto (5, E) e un punto di derivabilita, differenziabilita per f?

1 1 1
Determinare la natura del punto (_5'_5) e dei punti (x, 5), con x € R.

Esonero 7 Novembre 2025 B

iscritto al secondo anno di corso BES/DSA[ |
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Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi riportando nel foglio solo le risposte richieste

4x
1) Sia f : [1,2[— R definita da: f(x) = ———. Dire se f € integrabile in
Vx2—4
senso generalizzato nell’intervallo [1, 2] e, in caso affermativo, calcolarne

I'integrale.

2) Sia f : R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la

funzione g : [—m, m) — R definita da:

xX2+mx —m<x<0
g(x) =
X O<x<m.

e siano an, b, per ogni n > 1 i suoi coefficienti di Eulero Fourier. Determinare

@ che tipo di punto & il punto x = 0 per g? (spiegare)

scrivere quanto vale |ay, =

(e ]
la somma della serie| > (a? + b?) =
n=1

3) Sia f : R2 — R definita da f(x, y) = (2x — 1)|2y — 1|eX*Y.
11
@ Il punto (E' E) € un punto di derivabilita, differenziabilita per f?

1 1 1
Determinare la natura del punto (_E'_E) e dei punti (x, E)' con x € R.

Esonero 7 Novembre 2025 C

iscritto al secondo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi riportando nel foglio solo le risposte richieste
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1) Sia f : [2, 0o[— R definita da: f(x) = m. Dire se f e integrabile in
—3x
senso generalizzato nella semiretta [ 2, o[ e, in caso affermativo, calcolarne

I'integrale.

2) Sia f : R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la

funzione g : [—m, m) — R definita da:

x2+mx —m<x<0
g(x) =
X O<x<m.

e siano an, b, per ogni n > 1 i suoi coefficienti di Eulero Fourier. Determinare

@ che tipo di punto € il punto x = 0 per g?(spiegare)

scrivere quanto vale |bype1 =

[o.0]
la somma della serie Z (a,z7 + bf,) =
n=1

3) Sia f : R2 — R definita da f(x, y) = (2y — 1)|2x — 1|eX*Y.
11
@ Il punto (5, 5) € un punto di derivabilita, differenziabilita per f?

1 1 1
Determinare la natura del punto (_E'_E) e dei punti (E,y), cony eR.

Esonero 7 Novembre 2025 D

iscritto al secondo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi riportando nel foglio solo le risposte richieste
x3

1) Sia f : R — R definita da: f(x) = ————. Dire se f e integrabile in senso
(x* + 1)2

generalizzato su R e, in caso affermativo, calcolarne I'integrale.
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2) Sia f : R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la
funzione g : [—m, m) — R definita da:

xX2+mx —m<x<0

g(x) =
X O<x<mr.

e siano an, b, per ogni n > 1 i suoi coefficienti di Eulero Fourier. Determinare

@ che tipo di punto & il punto x = 0 per g? (spiegare)

scrivere quanto vale |asn41 =

[e]
la somma della serie| > (a? + b?) =
n=1

3) Sia f:R? — R definita da f(x, y) = (2y — 1)|2x — 1|eX*Y.
11
@ Il punto (5, 5) e un punto di derivabilita, differenziabilita per f?

1 1 1
Determinare la natura del punto (_5'_5) e dei punti (E,y), cony eR.
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Cenni di svolgimento

Al) Per ogni t > O risulta f € C([0, t]) e dunque la funzione f e localmente

integrabile. Inoltre
- f(x)
lim =0
X—00 1/X2

Pertanto in [1, oo[ f e integrabile per il confronto asintotico; in [0, 1] € Rie-

mann integrabile perché e continua. Calcoliamo fgf(x)dx e poi passiamo al
limite t — oo. Integrando per parti si ottiene:

t

t
[— (1+ 2x)e"‘]0 + 2[ e Xdx =
0

t
f (1+2x)[ —e ] dx

0
= [-G+ 2x)e‘x]; —_(3+2t)et+3

. t _ 3+ 2t
lim | (1+2x)e *dx = lim3— =3
t—o0 0 t—o0 et

B1l) Per ogni t € [1,2[ la funzione f € C([1, t]), € di segno costante ed e un
infinito, per t — 27, lento (di ordine 1/3 rispetto all'infinito principale (1/(2—

X))
4x _ 4x 1

lim ———— = lim 5 - = —co.
x=27 3/x2—4 x=27 ¥Yx+2 Vx-=-2

Pertanto f e integrabile nell’intervallo [1,2]. Integriamo per sostituzione

x?—4=v.
t 4x t
———dx = [3(x*—4)"3
fl Vx2—4 [ ]1
T Ax dx = lim (3(t?—4)?/3-3%3) =353
1 Vx2—4 t—2- '
: 9 . , , . .
C1) La funzione f(x) = ——— € continua in tutto [2,c0[ ed e dunque ivi

(1-3x)*
localmente integrabile. Inoltre

9
lim ——— =0
x=0 (1 — 3x)*
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D1)

e un infinitesimo veloce (di ordine 4 rispetto all'infinitesimo principale 1/x)

pertanto la funzione & integrabile in senso generalizzato.

% e = [fei—ataxe[— 1 T
Jz 130~ L a-307ax=[—55],

© 9 _ 1 1 1
J ————dx = l|lim + = .
, (1—3x)* t- (1—3x)3 125 125

6x3

La funzione f(x) = € continua su tutto R, quindi & localmente

(x4 +1)2

integrabile in ogni intervallo del tipo [a, 0],[0, b] con a < 0 < b. Risulta
’ 6x3

oo (x*+1)2

7

cioe a oo la funzione f € un infinitesimo di ordine 5 rispetto all’infinitesimo
principale 1/x, quando x — +oo (quindi possiamo supporre |x| > 1). Allora, f

e integrabile per il confronto asintotico e possiamo scrivere

-1

[¢] 1 00
f f)dx = f(x)dx + f fOOdx + f f(x)dx =
—00 [0¢] -1 1

-1

1 b
lim f(x)dx + f F(x)dx + Aim f f(xX)dx e R.
a==®Ja -1 —®J1

Visto che I'integrale esiste possiamo calcolarlo facilmente come
a
clz'—»rQoJ_af(X)dX'

Poiché f e dispari ffaf(x)dx = 0 per ogni a > 0 e dunque il valore dell’inte-
grale generalizzato e 0.
Se avessimo voluto calcolarlo direttamente la classe delle primitive di f

3
P(x) :=—=-
(x) 2 x4+1

+cC, ceR.

2A) g € una funzione continua in (—m, m) e quindi & continua in x = 0, ed ¢ ivi

derivabile, infatti

x)+ g(0 X
g:j(o) = “mx_)Oer = ll'mx_,o+7 =T
g(x)+g(0) . X2 + mx

g.(0) = limyo-————— =limyo+——— =T,
X X
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Questo e il grafico della funzione prolungata f con periodicita 2.

2B) La funzione f & sviluppabile in serie di Fourier. Per calcolare i suoi coefficienti

di Eulero Fourier divideremo gli integrali nei due intervalli in cui e definita la

legge di g.
1 0 i
ao=—(f (x2+nx)dx+J nxdx).
T\ J_p 0
0 n x3 mx21°
OC+mx)dx+ | mxdx=|—+—| +—
-1 0 3 2 2
= —|\-—=+t=z|t==—-+—=
(3 2) 2 6 2
n 3
J g(x)dx = —
-7
Pertanto
1 3 m?
a0=—._=_
m 3 3

1 0 T
an = —(f (x? + mx) cos(nx) dx + f X cos(nx) dx).
T —T 0
0
I =J x? cos(nx) dx. Integrando per parti due volte si ottiene:

—T

5 x? 2X 2
x“ cos(nx)dx = —sin(nx) + — cos(nx)— — sin(nx) + C.
n n n

I

x2 2x 2 0
—sin(nx) + — cos(nx) — — sin(nx) =
n n? n3 .

2(—m)
n2

= 0—( cos(—nm)) = i—f(—l)n.
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0 0
I =f x cos(nx)dx = nf x cos(nx) dx.

-1 -1
Una primitiva per fxcos(nx)dx e

X 1
fxcos(nx)dx = - sin(nx) + ) cos(nx) + C.

Quindi
0 T . 1—(—1)"
I = nj_nx cos(nx)dx = F(l —(-1) ) = nn—z.

s
I3 =f x cos(nx)dx = nf x cos(nx) dx = —I, perché la funzione integran-
0 0

da e dispari.

Sommiamo i tre contributi:

n 27
f gx)cos(nx)dx=hLh+L+I3=I = F(—l)”.

—T

Dividendo per m otteniamo

_2(-1)"

an =

’

n2

Analogamente

s

1 0
bn=—( (x2+nx)sin(nx)dx+f

X sin(nx)dx).
m\ J_n 0

0
K1 =f x? sin(nx) dx. Una primitiva &

5 x? 2x 2
x“sin(nx) dx = —— cos(nx) + — sin(nx) + — cos(nx)+ C.
n n n

x? 2x 2 0
K1 = [——cos(nx)+ — sin(nx)+ — cos(nx)
n n2 n3 r
2 2 2 2
= ——ED)"—-——+—=)=—CF1D"+ —=(1=-(-1)").
S =D (- —+ =) =1+ (1 (1))

0 0
K2=J nxsin(nx)dx:nf x sin(nx) dx.

—m

X 1
f xsin(nx)dx = ——cos(nx) + — sin(nx) + C,
n n
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da cui
0 s
f xsin(nx)dx =——(=1)".
- n
Quindi
2
Ky; = ——(=1)".
n

e e

Kz = J nxsin(nx)dx = nJ x sin(nx) dx.

0 . . J0
Con la stessa primitiva si trova

n2
K3 = ——(—1)".
n

Sommiamo:

s n2 2 n2
f g(x)sin(nx)dx =K1+ K> + K3 = —(—1)" + —3(1 —(-1)")=2—(-1)".
n n n

Da cui
m 2 2
g(x)sin(nx)dx = ——(—1)" + —3(1 —(=1)").
n n

—T

Dividendo per m otteniamo
bn = —E(—l)” + i(1 —(=1)").
n n3

esenepari,(—1)"=1e1—(—1)"=0, quindi

T
bo>h=——, neN.
2n

e se n edispari, (—1)"=—-1e 1—(—1)"= 2, quindi

T 4

+ , hneN.
2n+1 m(2n+1)3

bony1 =

2C) Per determinare la somma della serie ;> . (a2 + b2) utilizziamo I'identita di

Parseval
aé - 2 2 1 " 2
?+Z(an+bn)=gf g2(x)dx.

n=1 ey
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s 0 .
f g°(x)dx = (x2+nx)2dx+f (mx)? dx =
0

—T —T

0 5
= f (x* + 2mx3 + m2x?)dx + 3=

—T

x> mx* mwx3 , m 11w
= [—+—+ I +—=
5 2 3 "™ 3 30
Pertanto
s 11 m*t 14
di(a@+b2)=—nt——="—n"
n n 30 18 45

n=1
3A) La funzione f : R? — R definita da f(x, y) = (2x — 1)|2y — 1|eX*¥ & continua
in tutto R? perché prodotto e composizione di funzioni continue. Per quanto

riguarda la derivabilita parziale risulta:
fix.y) =12y —1|e*"(2x + 1), (x,y) € R?,
Mentre per la derivata parziale rispetto a y osserviamo che

1
2x—1)QRy—-1)e", (X y)eR? y>—,
fx,y)=
2x—1)(1=2y)e*"Y, (x,y)eR? y< >

Pertanto

1
(2x—=1)e*YRy + 1), (x,y)eR?, y> —,
f;(X, }/) = 2 1
(2x—1)e**Y(=2y—1), (x,y) €R?, y < >

Per i punti (x, %), x € R, considerato il cambio di legge, bisogna utilizzare la
definizione e calcolare il limite del rapporto incrementale.

1 p 1 1
J 5+ k=1x.25) i 20x= DIk xikes

lim =
k—0* k k—0* k

1

X+k+—
=k|ir51i2(2x—1)e 2 segno(k)

1
X+—
2(2x—1)e 2 k — 0%,

1
X+—=
—2(2x—1)e 2 k— 0.
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1 1
Quindi 3 f;(x, 5) = 0 se e solo se x = > mentre f(x, y) non ammette gra-
1 1
diente, e quindi non é differenziabile, nei punti (x, E)' X # 5 In conclusione
1 1 _ . 11
Vf :R2\ {(x, E),x # E} — R? ed in particolare Vf(E, 5) = (0, 0).
1
Sicuramente f(x, y) & differenziabile in {(x,y) e R? :y < 5} u{(x, y) eR?:
1
y > E} in quanto ivi di classe C!. Studiamo ora la differenziabilita nel punto

(1 1) Risult
—, =). Risulta
2 2

1 b 1 K 11 v 11 h K
f(5+ Pilie )_f(EIE)_ f(EIE)'( ’ )

lim 2
(h,k)—(0,0) Vh? + k2
4h|k|
= lim ———eMk1= |im ¢g(h, k).
(h,k)=(0,0) \/h2 + k2 (h,k)—(0,0)

Usando la caratterizzazione del limite con le coordinate polari si ha

lim 4-e-rcost|sin t|er(cost+sint) — (.
r—0

il limite poi e uniforme rispetto a t in quanto si ha

le(rcost, rsint)| = 4-e-r|cost||sint|e(cost+sint) < 4. o.r. V2" _)oq .
r—

Dunque f(x, y) e differenziabile in (;,;) e z = 0 e I'’equazione del piano
tangente.

Dallo studio della derivabilita parziale il punto (;, ;) e risultato punto critico
per f(x,y). Altri eventuali punti critici vanno ricercati tra i punti interni di

derivabilita che annullano il gradiente.

. 1 . 1
(x,y)-y>§ (x,y).y>E
f,(x,y)=0 = {Qy—-1evY2x+1)=0
f(xy)=0 (2x—1)eX*Y(2y +1)=0

1
xy):y> 5

And 2x+1=0

2x—1)2y+1)=0
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1
Poiché la prima equazione ammette la soluzione x = Y allora la seconda

1
equazione e verificata solo se 2y + 1 = 0, ovvero per y = 5 Quindi il

precedente sistema non produce alcun punto critico. Invece

1 1
X, . < — X, . < —
x.y):y > x.y):y >
fix,y)=0 — (1—2y)eXY(2x+1)=0

f,xy)=0 (2x—1)eX*Y(=2y—1)=0

1

X, . < —

y):y >

— 2x+1=0
2x—1)2y+1)=0

1 1
Tale sistema e equivalente al precedente e produce il punto critico (_E' —5).

Calcoliamo ora la matrice Hessiana, si ha
1
f7 =2y —1|€Y(2x+3), (x,y) €R?\{(x, S)ix€R}

(2x+1)e*YQ2y+1), (xy)eR:y>1

f// — =]4://
Y lex+ne-y-1), oyeriy<i 7
P (2x—1)e*Y(2y+3), (x,y)eR?:y>1
7 lex-ne-2y-3), (xy)eR iy <}
Risulta allora che
1 1 4=t 0 1 1 1 1
H(——,——)= ’, detH(——,——)> 0, f// (__I__) >0
2 2 0 4el 2 2 xxt 20 2
1 1 o _
== (_E'_E) punto di minimo relativo.

1
Rimane da indagare la natura dei punti (x, 5), x € R. Osservando che
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1
f(x, 5) =0, V x € R, studiamo il segno della funzione:

Zs = {(x,y)eR?:f(x,y)=0}= {(%, y), y €R}U{(x, %), x € R}
A = {(xy)eR:f(x,y)>0}={(x,y) eR* : x > ; y # ;}.
Osservando il grafico del segno di f(x, y), si deduce immediatamente che:
e i punti (x, ;) conx < ; sono punti di massimo locale visto che € sempre

possibile trovare un intorno di tali punti in cui la funzione e non positiva;

11
e il punto (5, 5) e di sella visto che in ogni suo intorno ci sono punti in cui

la funzione e positiva e punti in cui € negativa;

1 1
e i punti (x, 5) con x > ) sono punti di minimo locale visto che e sempre

possibile trovare un intorno di tali punti in cui la funzione € non negativa.

2-
¥ 1
™ 7\
= \_/
_Iz _I] | 0 Il é i

Figura 2: Grafico del segno di f(x, y), negativo=celeste, positivo=giallo, in blu gli zeri.

3C) La funzione f : R? — R definita da f(x, y) = (2y — 1)|2x — 1|eX*¥ & continua

in tutto R? perché prodotto e composizione di funzioni continue. Per quanto
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riguarda la derivabilita parziale risulta:
£ y)=2x= 1Y (2y + 1), (x,y) €R?.
Mentre per la derivata parziale rispetto a x osserviamo che

1
2x—1)QRy—-1)e", (x,y)eR? x=3,

fx,y)=
(1-2x)2y— 1), (x,y)eR?, x <3.

Pertanto

2y —1)e*Y(2x + 1), (x,y) €R?, x> 1,
£l y) = ?
(2y —1)eX*Y(—2x—1), (x,y) €R?, x < 3.

1
Per i punti (E,y), y € R, considerato il cambio di legge, bisogna utilizzare la

definizione e calcolare il limite del rapporto incrementale.

1 1
’ f(§+h,}’)—f(§,}’)_ 22y —=1)|n|
im lim ———e

1
h—0%* I’ h—0*

= h”rBL 2(2y — 1)e’*M*3segno(h)

22y —1)e¥*3 h — 0%,

22y —1)e¥*s  h—0-.

1 1
Quindi 3 f)’((z,y) =0seesolosey= > mentre f(x, y) non ammette gra-
diente, e quindi non e differenziabile, nei punti (E,y), y # 5

) =

’

N| -
N| -

1 1
In conclusione Vf : R2\ {(E,y),y # 5} — R? ed in particolare Vf(
(0, 0).

1
Sicuramente f(x, y) & differenziabile in {(x,y) €e R? : x < E} u{(x,y) e R?:

1
X > 5} in quanto ivi di classe C!. Studiamo ora la differenziabilita nel punto



Analisi Matematica II - A.A. 2025/2026 - CdS Ingegneria Informatica ed Elettronica
(1 1) Risult
—, —). RISUlta
2 2

1 h 1 ‘ 11 v 11 h K
f(z"‘ 15"‘ )—f(zri)— f(EIE)'( , k)

lim
(h,k)—(0,0) Vh2 + k2
4k|h|
= lim ———e"k*1=. |im ¢(h, k).
(h.K)=(0,0) /hZ + K2 (h,k)=(0,0) (

Usando la caratterizzazione del limite con le coordinate polari si ha

|im+ 4.e-r-sint|cos tler(cost+sint) =0:
r—0

il limite poi € uniforme rispetto a t in quanto si ha

le(rcost, rsint)| = 4-e-r|cost||sin t|e(Cost+sint) < 4. . re2r :oq .
Dunque f(x, y) e differenziabile in (;,;) e z = 0 & I'’equazione del piano
tangente.

Dallo studio della derivabilita parziale il punto (;, ;) e risultato punto critico
per f(x,y). Altri eventuali punti critici vanno ricercati tra i punti interni di

derivabilita che annullano il gradiente.

coy)ix>s [opixss
X, X > = X, X > =
Y 2 Y 2

f,(x,y)=0 2y —1)eX*Y(2x+1)=0
f,(x,y)=0 (2x—1)e**Y(2y +1)=0
_ 1
x,y): x> 5

(2y—1)(2x+1)=0

2y+1=0

1
Poiché la seconda equazione ammette la soluzione y = 5 allora la prima

equazione e verificata solo se 2x + 1 = 0, ovvero per x = —3 Quindi il
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precedente sistema non produce alcun punto critico. Invece

1 1
X, xX< = X, xX< -
(x.y) > (x,y) >

fi(x,y)=0 Qy —1)eX*Y(—2x—1) =0
f,x,y)=0 (1—2x)eX*Y(2y +1)=0
. < 1
(x, y):x >

2y —1)(—2x—1)=0
2y+1=0

1 1
Tale sistema € equivalente al precedente e produce il punto critico (—5, —5).

Calcoliamo ora la matrice Hessiana, si ha

1
£ =12x—11e*Y(2y +3), (x,y) €R?\ {Gy):yer)

o (2x+ 1)y +1), (xy)eR?:x>1 _p
Yol 2= ey +1), (xy)eR¥ix<i 7
P Qy—1e(2x+3), (xy)eR?:x> 3
@y -1er(=2x—3), (xy)eR?:x<1i
Risulta allora che
1 1 4e~1 1 1 1 1
H(——,——) = ’, detH(__r__) > O, f” (__r __) >0
2 2 0 4e-! 2" 2 x>t 272

1
= (_5'_5) punto di minimo relativo.

Rimane da indagare la natura dei punti (;,y), y € R. Osservando che
f(;, y)=0, VyeR, studiamo il segno della funzione:

Zr = {(x,y)eR*:f(x,y)=0} = {(%, ¥), y €R}YU{(x %), x € R}

A = {(x,y)eR?:f(x,y)>0}={(x,y) e R? :y>%,x;é%}.

Osservando il grafico del segno di f(x, y), si deduce immediatamente che:
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Figura 3: Grafico del segno di f(x, y), negativo=celeste, positivo=giallo, gli zeri di f sono in blu

e i punti (;,y) cony < % sono punti di massimo locale visto che e sempre
possibile trovare un intorno di tali punti in cui la funzione € non positiva;

e il punto (;, %) e di sella visto che in ogni suo intorno ci sono punti in cui
la funzione e positiva e punti in cui € negativa;

e i punti (;,y) cony > ; sono punti di minimo locale visto che & sempre

possibile trovare un intorno di tali punti in cui la funzione & non negativa.



Analisi Matematica II - A.A. 2025/2026 - CdS Ingegneria Informatica ed Elettronica

Esonero 28 Novembre 2025 A

Svolgere gli esercizi riportando nel foglio solo le risposte richieste

1) Determinare i massimi e i minimi vincolati della funzione f(x, y, z) = x+ 2y + 3z

soggetta al vincolo g(x, y, 2) =x2 + y2 + z2—14 = 0.
2) Un circuito RLC e descritto dalla equazione differenziale:
1
Lg”(t)+Rq'(t) + c g(t)=Egcos(wt), conL=R=C=1,Ep=2, w=1.

a) Scrivere l'integrale generale della equazione omogenea

q(t) =

b) Scrivere una soluzione particolare della equazione completa

gp(t) =

c) scrivere la soluzione che soddisfa le condizioni iniziali: q(0) =0, g’(0) =
0.

q(t) =

3) SiaE:={(x,y,2)eR3: x2+y?+2z2<4, z>+43(x2+y?)}.

a) scrivere il trasformato di E in coordinate sferiche (p, ¢, 6)

F:={(0,9,6):

b) Determinare il volume di E utilizzando le coordinate sferiche

Vvol(E) =
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Esonero 28 Novembre 2025 B

Svolgere gli esercizi riportando nel foglio solo le risposte richieste

1) Determinare i massimi e i minimi assoluti della funzione f(x, y, z) = xyz sog-

getta al vincolo g(x, ¥, 2) =x? + y? +z2—1=0.

2) Un sistema massa-molla & descritto da una equazione differenziale in x(t)

(spostamento) della forma:
mx”(t)+cx'(t)+ kx(t)=Fy, conm=1, c=4, k=5, Fg=10.

a) Scrivere l'integrale generale della equazione omogenea

x(t) =

b) Scrivere una soluzione particolare della equazione completa

Xp(t) =

c) scrivere la soluzione che soddisfa le condizioni iniziali: x(0) =0, x’(0) =1

x(t) =

3) SiaE={(x,y,2)€R3: z<4—(x2+y?), z>+/2(x2 + y?)}.

a) scrivere il trasformato di E in coordinate cilindriche (p, 6, z)

F:={(p,6,2):

b) Determinare il volume di E utilizzando le coordinate cilindriche

Vol(E) =
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Esonero 28 Novembre 2025 C

Svolgere gli esercizi riportando nel foglio solo le risposte richieste

1) Determinare i massimi e i minimi assoluti della funzione f(x, y, Z) = xyz sog-

getta al vincolo g(x,y,2) =x%2 + y?2 +z2—12 = 0.

2) Un sistema massa-molla e descritto da una equazione differenziale in x(t)

(spostamento) della forma:
mx”(t)+cx'(t)+kx(t)=Fy, conm=1, c=2, k=5, Fo=15.

a) Scrivere l'integrale generale della equazione omogenea

x(t) =

b) Scrivere una soluzione particolare della equazione completa

Xp(t) =

c) scrivere la soluzione che soddisfa le condizioni iniziali: x(0) =0, x’(0) =1

x(t) =

3) SmE={(x,y,2)€R3: z<6—(x2+y?), z=/x?+y?}.

a) scrivere il trasformato di E in coordinate cilindriche (p, 6, z)

F:={(p,6,2):

b) Determinare il volume di E utilizzando le coordinate cilindriche

Vvol(E) =
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Esonero 28 Novembre 2025 D

Svolgere gli esercizi riportando nel foglio solo le risposte richieste

1) Determinare i massimi e i minimi vincolati della funzione f(x, y, z) = 3x+y+2z

soggetta al vincolo g(x, y, 2) =x2 + y2 + z2—14 = 0.
2) Un circuito RLC e descritto dalla equazione differenziale:
1 1
Lqg”(t)+R q’(t)+E g(t)=Egpcos(wt), conL=1,R=2,C= > Eo=4, w=2.

a) Scrivere l'integrale generale della equazione omogenea

q(t) =

b) Scrivere una soluzione particolare della equazione completa

gp(t) =

c) scrivere la soluzione che soddisfa le condizioni iniziali: q(0) =0, g’(0) =
1.

q(t) =

3) SiaE:={(x,y,2)eR3: z> {/x2+y2, x?+y?+2z?><8}.

a) scrivere il trasformato di E in coordinate sferiche (p, ¢, 6)

F:={(0,9,6):

b) Se §(x,y,2) = /X% + y? + z2? & |la densita di E, determinare la massa di E
utilizzando le coordinate sferiche

massa(E) =
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Cenni di svolgimento

A-1) f, g sono funzioni di classe C?!, il vincolo & una sfera (Zg € un insieme com-

patto) e dunque per il teorema di Weierstrass esistono massimi e minimi
assoluti.
Inoltre il gradiente del vincolo g(x, y, z) = 0 non & nullo nei punti del vincolo.
Infatti g(x, y, 2) = x? + y? + z2 — 14. |l gradiente & Vg(x, y, 2) = (2x, 2y, 22).
L'unico punto in cui Vg = (0,0,0) e (x,y,z) = (0,0,0). Questo punto pero
non appartiene al vincolo x? + y? + z%2 = 14. Di conseguenza i punti di massi-
mo e di minimo assoluto potranno essere determinati tutti con il metodo dei
moltiplicatori di Lagrange.

Cerchiamo (x, y, z) e A tali che
Vf=(1,2,3)=AVg = A(2x, 2y, 22).

Il sistema di equazioni diventa

1=A2x,

2 =A2y,

]

3=A2z
\x2+y2+22=14.

Dalle prime tre equazioni otteniamo

1 2
X=—, y=—=

N
>
N
> | =

)+ G+ (55) =14

_ 1
dacui A =%—.
2

1
Per A = E otteniamo
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1
Per A = —5 otteniamo

Valutiamo f nei due punti critici:

f(1,2,3)=1+4+9=14, f(-1,-2,-3)=—1—-4—9=—14,

Poiché il vincolo & la sfera compatta x? + y? + z2 = 14 e f & continua, i valori

critici ottenuti corrispondono al massimo e al minimo assoluti sulla sfera.

(Massimo: fmax = 14in (1,2,3);  Minimo: fmin =—14 in (-=1,—2,—3).|

B-1) f, g sono funzioni di classe C!, il vincolo & una sfera ( Zg4 & un insieme com-
patto) e dunque per il teorema di Weierstrass esistono massimi e minimi
assoluti.

Inoltre il gradiente del vincolo g(x, y, z) = 0 non & nullo nei punti del vincolo.

Infatti il vincolo & g(x, y, 2) = x2 + y? + z2 — 1. Anche qui
Vag(x,y,z)=(2x, 2y, 22),

che si annulla solamente in (0, 0, 0). Tale punto non appartiene alla sfera
unitaria x2 + y2 + z2 = 1. Di conseguenza i punti di massimo e di mini-
mo assoluto potranno essere determinati con il metodo dei moltiplicatori di

Lagrange. Cerchiamo punti tali che
Vf = AVg.
Calcoliamo i gradienti:

Vf =(yz, xz,xy), Vg = (2x, 2y, 22).

Il sistema e
ryz = 2AX,
J XZ = 2M\Yy,
Xy =2Az,
(X2 +y?+22=1.
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Esaminiamo i casi possibili.

A =0) Allorayz=0, xz=0, xy =0 che fornisce
(0,0,+£1),(0,+£1,0),(£1,0,0). In tali punti la f assume valore nullo.

X =0 A A #0) Allora dalla seconda equazione y = 0. Dalla terza equazione
z=0,ma (0,0,0) ¢ Z,.

y =0v z=0) Si perviene, come nel caso x = 0, A # 0 alla soluzione non
accettabile (0, 0, 0).

X#O0AYy#0Az#0) Possiamo dividere le prime tre equazioni a coppie.
Dividendo la prima per la seconda (dato xz # 0):

yz 2AX y X

= — — y2
y

= x2,

= — :> —_
Xz 2\y X
Analogamente si ottiene z2 = y2. Quindi |x| = |y| = |z|. Ci sono due

alternative per i segni:

(i) tutte le tre coordinate hanno lo stesso segno: x =y =z =t. Sosti-
1 1

tuite nel vincolo si ottiene 3t2 = 1, quindi t = +—. Per t = — si

vE) vE)
ha
1 1 1 1 1 1 1

U U S S ¥
Per t‘=—1/i§ si ottiene

1 1 1 1
LT e ¥
(ii) due coordinate positive e una negativa (o viceversa). Ad esempio
X =y = a, z=—a. Sostituite nel vincolo si ottiene: a? + a? + a? =

1
3a2 =1 da cui a=+——. Il prodotto in questo caso &
/3

1
3/3

che coincide con il valore negativo ottenuto nel caso (i) con tut-

fla,a,—a)=a-a-(—a)=—a3=

te e tre negative. Simmetricamente, combinazioni di segni diverse

portano agli stessi valori assoluti gia elencati.
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| candidati in cui f assume valore nullo non possono essere annoverati tra
qguelli di massimo o di minimo assoluto, per cui rimangono i punti esaminati

in (i) e (ii):

_ 1 _ 1 1 1
fmax = ﬁ In (1/—§, 7§, 7§),
1 _ 1 1 1

fo=-375 ™ 55 5H)

1
fmax=7§, fmin =—V§.

C-1) f, g sono funzioni di classe C?, il vincolo & una sfera (Z4 € un insieme com-

patto) e dunque per il teorema di Weierstrass esistono massimi e minimi
assoluti.
Inoltre il gradiente del vincolo g(x, y, z) = 0 non € nullo nei punti del vincolo.

Infatti il vincolo & g(x, y, 2) = x? + y? + z2 — 12. Anche qui
Va(x,y, z) =(2x, 2y, 22),

che si annulla solamente in (0, 0, 0). Tale punto non appartiene alla sfera
x2 + y?2 + z2 = 12. Di conseguenza i punti di massimo e di minimo assoluto
potranno essere determinati con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.
Cerchiamo punti tali che

Vf = AVg.

Calcoliamo i gradienti:

Vf =(yz, xz,xy), Vg = (2x, 2y, 22).

Il sistema e
ryz = 2)AX,
J XZ=2M\y,
Xy =2)Az,
X2 +y?+2z2=12.

Esaminiamo i casi possibili.
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A =0) Allorayz=0, xz=0, xy =0 che fornisce
(0,0,£24/3),(0,£2+/3,0),(£2+3,0,0). In tali punti la f assume valore

nullo.

X =0 A A #0) Allora dalla seconda equazione y = 0. Dalla terza equazione
z=0,ma (0,0,0) ¢ Zg.

y =0v z=0) Si perviene, come nel caso x = 0, A # 0 alla soluzione non
accettabile (0, 0, 0).

X#O0OAYy#0Az#0) Possiamo dividere le prime tre equazioni a coppie.

Dividendo la prima per la seconda (dato xz # 0):
yz 2XAXx y X ) 5
;=m = Wialy = y =x".

Analogamente si ottiene z2 = y2. Quindi |x| = |y| = |z|. Ci sono due

alternative per i segni:

(i) tutte le tre coordinate hanno lo stesso segno: x =y =z =t. So-
stituite nel vincolo si ottiene 3t2 = 12, quindi t = £2. Pert = 2 si
ha

f(2.2,2)=2-2-2=8.

Per t = —2 si ottiene
f(-2.-2,-2)=-s8.

(ii) due coordinate positive e una negativa (o viceversa). Ad esempio
X =y =a, z=—a. Sostituite nel vincolo si ottiene: a? + a2 + a? =

3a2 =12 da cui a ==*2. Il prodotto in questo caso &

fla,a,—a)=a-a-(—a)=—a3=-38,

che coincide con il valore negativo ottenuto nel caso (i) con tut-
te e tre negative. Simmetricamente, combinazioni di segni diverse

portano agli stessi valori assoluti gia elencati.
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| candidati in cui f assume valore nullo non possono essere annoverati tra
qguelli di massimo o di minimo assoluto, per cui rimangono i punti esaminati
in (i) e (ii):

fmax =28 in (2, 2, 2),

fmin=—8 in (—2,-2,-2)

’fmax =38, fmin =—8. ‘

D-1) f, g sono funzioni di classe C!, il vincolo & una sfera (Z, & un insieme com-

patto) e dunque per il teorema di Weierstrass esistono massimi e minimi
assoluti.
Inoltre il gradiente del vincolo g(x, y, z) = 0 non & nullo nei punti del vincolo.
Infatti g(x, y, z) = x% + y? + z> — 14. |l gradiente & Vg(x, y, z) = (2x, 2y, 22).
L'unico punto in cui Vg = (0,0,0) € (x,y,z) = (0,0,0). Questo punto pero
non appartiene al vincolo x2 + y2 + z2 = 14. Di conseguenza i punti di massi-
mo e di minimo assoluto potranno essere determinati tutti con il metodo dei
moltiplicatori di Lagrange.

Cerchiamo (x, y, z) e A tali che
Vf=(3,1,2)=AVg = A(2x, 2y, 22).

Il sistema di equazioni diventa

:
3=A2x,
1=2A2y,

]
2=A2z,

X% +y? + 722 =14,

Dalle prime tre equazioni otteniamo
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Sostituendo nel vincolo:

)+ G +GY =14

1
dacuiA==-—.
2

1
Per A = E otteniamo

1
Per A = —5 otteniamo

Valutiamo f nei due punti critici:

f(3,1,2)=9+1+4=14, f(-3,-1,-2)=—-9—1—4=—14.

Poiché il vincolo & la sfera compatta x? + y? + z> = 14 e f & continua, i valori

critici ottenuti corrispondono al massimo e al minimo assoluti sulla sfera.

[Massimo: fmax=14in(3,1,2);  Minimo: fmin =—14 in (—3,—1,-2).|

A-2) Si tratta di una equazione differenziale lineare del secondo ordine a coeffi-

cienti costanti, completa. L'equazione omogenea e
q”"+q +q=0.

La sua equazione caratteristica:

—1+i/3
—

al+a+1=0 << o=

L'integrale generale dell’'omogenea e

q(t) = e ?(Acos (2t) + Bsin (@t))

Una particolare della equazione completa sara del tipo:

gp(t)=acost+ bsint.
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Le sue derivate

, —

q,= asint+ bcost, q

;’=—acost—bsint

sostituite nell’equazione danno:

(—acost—bsint)+ (—asint+ bcost)+ (acost+ bsint) =2cost

bcost—asint=2cost.

Per il principio di identita risulta b = 2, a = 0. Quindi la soluzione particolare

della equazione completa e

gp(t) =2sint.

L'integrale generale della equazione completa e dato da

q(t)=e "?(A cosZt+B sin@t) +2sint.

Imponiamo q(0) = 0:
q(0)=e°-A+0+0=A=0.

Poiché A =0, si avra:
d

q'(t) = E(e‘t/zBsingt)+2cost

B(— 1et2 sin(@t) +e 2. @ cos(@t)) +2cost.

Quindi
q'(0)=B(—%-o+@-1)+2.1=B-§+2.
Imponendo q’(0) = 0 otteniamo
B /3 2=0 B 1
—+ 2= = =——.
2 /3

La soluzione del problema di Cauchy e

4
q(t) =e 2 (—‘/—§ sin?t) + 2sint.
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B-2) Si tratta di una equazione differenziale lineare del secondo ordine a coeffi-
cienti costanti, completa. L'equazione omogenea é: x”’ + 4x’ + 5x = 0. La

sua equazione caratteristica e data da:

a‘+4a+5=0 = G=T=—2:|:¢.

L'integrale generale della equazione omogenea e dato da:

x(t) = e ?(Ccost+ Dsint).

Per trovare una soluzione particolare (polinomio di grado zero) basta os-
servare che se x, = ¢ le sue derivate sono nulle e 5¢ = 10, per cui ¢ =
2.

Xp(t) = 2.

L'integrale generale della equazione completa & dato da:

x(t) = e ?{(Ccost+ Dsint) + 2.

Imponendo x(0) = 0:
x(0)=C+2=0=C=-2.

Ora calcoliamo x’(t):

X'(t) = e 2Y(—=2(Ccost+ Dsint) + (—Csint + D cost)).
Se sostituiamo C = —2 otteniamo:

x'(t)=e #(—2(—2cost+ Dsint)+ (2sint+ Dcost)).
Valutiamo x’(t) in t = 0:

x'(0)=—2(-2)+D=4+D=1=>D=-3.

La soluzione del Problema di Cauchy e:

x(t)=e ?(—2cost—3sint)+ 2.
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C-2) Si tratta di una equazione differenziale lineare del secondo ordine a coeffi-
cienti costanti, completa. L'equazione omogenea é: x”/ + 2x’+ 5x = 0. La

sua equazione caratteristica e data da:
a’+2a+5=0 << a=-1=%2i

L'integrale generale della equazione omogenea e dato da:

x(t) = e7t(C cos(2t) + Dsin(2t)).

Per trovare una soluzione particolare (polinomio di grado zero) basta os-
servare che se x, = c le sue derivate sono nulle e 5¢ = 15, per cui c =
3.

Xp(t) = 3.

L'integrale generale della equazione completa e dato da:

x(t) = e~{(Ccos(2t) + Dsin(2t)) + 3.

Imponendo x(0) = 0:
x(0)=C+3=0=>C=-3.

Ora calcoliamo x’(t):

x'(t) = e7{(— (Ccos(2t) + Dsin(2t)) + (—2Csin(2t) + 2D cos(2t))).
Se sostituiamo C = —3 otteniamo:

x'(t) = e7t(— (=3 cos(2t) + Dsin(2t)) + (6 sin(2t) + 2D cos(2t))).
Valutiamo x’/(t) in t = 0:

x'(0)=3+2D=1=>D=-1.

La soluzione del Problema di Cauchy é:

x(t) = e7{(— 3 cos(2t) —sin(2t)) + 3.
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D-2) Si tratta di una equazione differenziale lineare del secondo ordine a coeffi-

cienti costanti, completa. L’'equazione omogenea &
q9”+2q9"+2g=0.
La sua equazione caratteristica:
a’+20+2=0 << a=-1=%i

L'integrale generale dell’'omogenea &

q(t) = e‘t(A cost+ Bsin t).

Una particolare della equazione completa sara del tipo:
qp(t) = acos(2t) + bsin(2t).
Le sue derivate
ql’) =—2asin(2t) + 2bcos(2t), q;’ = —4acos(2t)— 4bsin(2t)
sostituite nell’equazione danno:

(—4acos(2t)—4bsin(2t)) + (—4asin(2t) + 4bcos(2t)) +
(2acos(2t) + 2bsin(2t)) = 4 cos(2t)
(—2a+ 4b)cos(2t) + (—2b—4a)sin(2t) = 4 cos(2t).

Per il principio di identita risulta —2a + 4b = 4, —2b—4a = 0, da cui a =
2

Y b= = Quindi la soluzione particolare della equazione completa e

t) = 2 2t i 2t
Qp()——ECOS( )+§sm( ).

L'integrale generale della equazione completa e dato da

. 2 4
q(t) = e_t(A cost+ Bsin t) 3 cos(2t) + S sin(2t).
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Imponiamo q(0) = 0:

g0)=A——-—=0 = A=-—
2
Poiché A = = si avra:
q'(t) = i(e_t(E cost + Bsin t)) + 4 sin(2t) + 8 cos(2t)
dt 5 5 5

2 _ 2 4 8
= e—t(— —cost—Bsint— —sint+ Bcost) + —sin(2t) + — cos(2t).
5 5 5 5

Quindi
) 2 B 8
=——+B+—.
g 5 5
Imponendo q’(0) = 1 otteniamo

6
B+-=1 = B=—-—.
5 5

La soluzione del problema di Cauchy e

(t) 4(2 t l't) 2 QU+4 in(2t)
=€ — COSTC— —SsIn — — CO0Ss —SIin .
g 5 5 5 5

A-3) Consideriamo il cambio di variabili da coordinate cartesiane a coordinate

sferiche:
]
X =psingcosé,
p€[0,2], [0, ], 6 €[0,2m),

r:={y=psingsiné, _
J(p, @, 6) = p?sing.

Z=pCoSQ,

L’'insieme E e delimitato dal basso dal cono z = \/W e dall’alto dalla
sfera x2 + y2 + z2 = 4. Questo ci dice immediatamente che in coordinate
sferiche corrispondea pe€[0,2] e €0, 2m].

Per determinare la colatitudine osserviamo che (0, 0, 2) € E (polo Nord, dun-
que @ = 0 in questo punto) e i punti del cono z = y/3(x2 + y2) formano con

1L
I’asse positivo delle z un angolo di rt dunque ¢ € [0, 1/6]. Pertanto

(F:=[0,2]x[0,m/6]x[0,2n] e r(F)=E.
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X

) Figura 2: Dominio in
Figura 1: E={x?+y?+22<4, z>

V3(x? +y?)}

coordinate sferiche

Calcoliamo ora il volume di E:

27 /6 2
Vol(E) = JU pzsinqodpdqodez(f de)-(J sin(pdqo)-(J p?dp).
F 0

0 0
2 23 g /6 n V3
do=— = —, singdp=1—cos—=1——;
Jo PEFTs Jo e 6 2
- , 8 (1 3) 1611(1 ﬁ)
VO — T — - _—— = — _—— .
3 2 3 2

B-3) Consideriamo il cambio di variabili da coordinate cartesiane a coordinate

cilindriche:
p
X =pcCosé,
p€[0,v2], 6€[0,2m), zeR
r:={y=psiné,
J(p,6,2) =p.
z=2z,

\

L’intersezione fra il paraboloide e il cono si ottiene risolvendo
V2p=4—p? = p?++V2p—4=0 = p=+2.
Dunque:

F:={(p,6,2): p€[0, V2], 8€[0,2n], V2p<z< 4—p?}.
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— N

< [

- 0
«/\’ y Trasformato di E in coordinate cilindriche.

E={(x,y,2):2<4—(x2+y2), z>/2(x2 + y2)}

Il volume di E si otterra integrando la funzione identicamente 1 su F:

2n 42 p4—p2 V2
Vvol(E) =J f f pdzdpdG:ZnJ p(4—p%>—+V2p)dp
0 0 V2p 0
e s vz "7
= ZHJ (4p—p3—V2p?)dp=2m 2p2—p———p3
0 4 3 0

- 2n(2-2—ﬂ—/—§-2\/§)=2n(4_1_f)
4 3 3

4 5 10m
= 211(3——):211-—:—.
3 3 3

10m
VOl(E) = T

C-3) Consideriamo il cambio di variabili da coordinate cartesiane a coordinate

cilindriche:

X =pCos6,

pe[0,2], 6€[0,2m), zeR
ri={y=psine,

J(p, 6,2) =p.
z=2z,




Analisi Matematica II - A.A. 2025/2026 - CdS Ingegneria Informatica ed Elettronica

L’intersezione fra il paraboloide e il cono si ottiene risolvendo

p=6—p?> = p’+p—6=0 = p=2.
Dunque:

F:={(0,6,2): p€[0,2], 6€[0,2m], p<z< 6—p2}.

Zmax =6

=44

Ty

E={(x,y,2):2<6—(x2+y?), z= /X% + y2}

E in coordinate cilindriche.

Il volume di E si otterra integrando la funzione identicamente 1 su F:

21 (2 [ 6—p? 2
Vol(E) = f f J pdzdpd9=2nf p(6—p>—p)dp
o Jo Jp 0
2 4 372
= Zﬂf (6p—p3—p2)dp=2n[3p2—%—p—]
0

3
8 8
211(12—4——) =2n(8——)
3 3

16 32m
= MTe — = ——

3 3

0

327
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D-3) Consideriamo il cambio di variabili da coordinate cartesiane a coordinate

sferiche:

.
X=psingcoso,

p€[0,2v2], p€[0,m], 6€[0,2m),
r:={y=psingsiné, ,
J(p. ¢, 0) =p-sing.

|Z=pcoso,

L'insieme E e delimitato dal basso dal cono z = \/m e dall’alto dalla
sfera x2 + y2 + z2 = 8. Questo ci dice immediatamente che in coordinate
sferiche corrisponde a p € [0,2+/2] e 6 €[0, 2m].

Per determinare la colatitudine osserviamo che (0, 0,2+2) € E (polo Nord,
dunqgque ¢ = 0 in questo punto) e i F;TUF\U del cono z = \/m formano con

I’asse positivo delle z un angolo di 7 dunque ¢ € [0, m/4]. Pertanto

F:=[0,2v2]x[0,m/4] x[0,21n] e r(F)=E.

6
o="
r
y r=4+8
X ¢
Figura 1: E={x2+y2+22<8, z> Figura 2: Dominio in coordinate sfe-

Vx2+y?} riche



Analisi Matematica II - A.A. 2025/2026 - CdS Ingegneria Informatica ed Elettronica

Calcoliamo ora la massa di E:

massa(E) = JJJ p3singpdpdedd =
F

(fozn de)- (JOHM sing dg)- (fozﬁp3 dp).

242 5 (zﬁ)4
f p>dp= =16
0 4

7

n/4 T
J singdp=1—cos—=1——;
0 4

V2
massa(E) = 2m-16-(1- 7) =32n(1—
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Esonero 15 Dicembre 2025 A

Svolgere gli esercizi riportando nel foglio solo le risposte richieste

1) Calcolare il flusso del campo F : R3 — R3 definito da F(x, y, 2) = (xz2, x2y—
z3,2xy + y?z) uscente da S, quando S & la frontiera di E := {(x, Y, 2) €
R3:0<z<+/a2—x2—y?}.

Scrivere espressamente Fr(E)

Fr(E)

Dire quale tecnica e stata utilizzata per calcolare il flusso e dire quanto

viene

metodo flusso =

2) Sia F = 3yi—xzj+ yz2k. Determinare il flusso del rotore di F uscente dalla

superficie parabolica 2z = x? + y?, limitata da z = 2.

a) Scrivere la normale uscente alla superficie S in ogni suo punto

ne=

b) Scrivere il bordo della superficie con il suo verso di percorrenza, con-

corde alla normale uscente

39S =

c) Dire quale tecnica e stata utilizzata per calcolare il flusso e dire quan-

to viene

metodo flusso =

3) Sia A:=R?\ {(0,0)} e sia w la forma differenziale lineare

sin(2y) x cos(2y)
— — ax + —
X2 + sin“(2y) X2 + sin“(2y)
Dire se w e:

(a) chiusa e esatta (in A);
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(b) chiusa, ma non esatta (in A);
(c) esatta, ma non chiusa (in A);

(d) né chiusa, né esatta (in A).
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Esonero 15 Dicembre 2025 B

Svolgere gli esercizi riportando nel foglio solo le risposte richieste

1) Calcolare il flusso del campo F : R3 — R3 definito da F(x, y, z) = (xy%+arctan(1+
y222),yz2 + eXZ, zx? + 6x2y) uscente da S, quando S & la frontiera di E :=

{(x,y,2)eR3:—y/a?—x2—y? <z< 0},

Scrivere espressamente Fr(E)

Fr(E)

Dire quale tecnica e stata utilizzata per calcolare il flusso e dire quanto viene

metodo flusso =

2) Sia F = —xzi + 3y] + e?’K. Determinare il flusso del rotore di F uscente dalla

superficie parabolica z=1— (x2 + y?), limitata da z=—3.

a) Scrivere la normale uscente alla superficie S in ogni suo punto

ne=

b) Scrivere il bordo della superficie con il suo verso di percorrenza, concorde

alla normale uscente

0S =

c) Dire quale tecnica e stata utilizzata per calcolare il flusso e dire quanto

viene

metodo flusso =

3) Sia A:=R?%\ {(0,0)} e sia w la forma differenziale lineare

2 2X
w=——2dx+—_dy.

Dire se w é:

(a) chiusa e esatta (in A);




Analisi Matematica II - A.A. 2025/2026 - CdS Ingegneria Informatica ed Elettronica

(b) chiusa, ma non esatta (in A);
(c) esatta, ma non chiusa (in A);

(d) né chiusa, né esatta (in A).
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Esonero 15 Dicembre 2025 C

Svolgere gli esercizi riportando nel foglio solo le risposte richieste

1) Calcolare il flusso del campo F : R® — R3 definito da F(x, y, z) = (xz2+yz3, x2y—
xz%,x2y? + y22) uscente da S, quando S & la frontiera di E := {(x,y, z) e R3:

0<z<+a2—x2—y?}.

Scrivere espressamente Fr(E)

Fr(E)

Dire quale tecnica e stata utilizzata per calcolare il flusso e dire quanto viene

metodo flusso =

2) Sia F = yzi+ 5Xj + xeYzk. Determinare il flusso del rotore di F uscente dalla

z
superficie parabolica 5= x2 + y?2, limitata da z = 8.

a) Scrivere la normale uscente alla superficie S in ogni suo punto

ne=

b) Scrivere il bordo della superficie con il suo verso di percorrenza, concorde

alla normale uscente

39S =

c) Dire quale tecnica e stata utilizzata per calcolare il flusso e dire quanto

viene

metodo flusso =

3) Sia A:=R2\ {(0, g)} e sia w la forma differenziale lineare

cosy xsiny
ax +

== N
X2 + cos?y X2 + cos?y

Dire se w é:

(a) chiusa e esatta (in A);



Analisi Matematica II - A.A. 2025/2026 - CdS Ingegneria Informatica ed Elettronica

(b) chiusa, ma non esatta (in A);
(c) esatta, ma non chiusa (in A);

(d) né chiusa, né esatta (in A).
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Esonero 15 Dicembre 2025 D

Svolgere gli esercizi riportando nel foglio solo le risposte richieste

1) Calcolare il flusso del campo F : R3 — R3 definito da F(x, y, z) = (%x3 + log(1 +
y222), cos(xz) + yz2,e*Y + y2z) uscente da S, quando S & la frontiera di

E:={(x,y,2)eR3:—y/a2—x2—y2 <z<0}.

Scrivere espressamente Fr(E)

Fr(E)

Dire quale tecnica e stata utilizzata per calcolare il flusso e dire quanto viene

metodo flusso =

2) Sia F = 1yzi— Ixj+ (x?y — xz)k. Determinare il flusso del rotore di F uscente

dalla superficie parabolica 3z = —(x? + y?), limitata da z = —3.

a) Scrivere la normale uscente alla superficie S in ogni suo punto

Ne =

b) Scrivere il bordo della superficie con il suo verso di percorrenza, concorde

alla normale uscente

9S =

c) Dire quale tecnica e stata utilizzata per calcolare il flusso e dire quanto

viene

metodo flusso =

3) Sia A:=R?2\ {(0,0)} e sia w la forma differenziale lineare
2
X
W= __r ax + Y dy.
x2 + y4 x2 + y4

Dire se w é:

(a) chiusa e esatta (in A);
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(b) chiusa, ma non esatta (in A);
(c) esatta, ma non chiusa (in A);

(d) né chiusa, né esatta (in A).
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Esonero 15 Dicembre 2025 E

Svolgere gli esercizi riportando nel foglio solo le risposte richieste

1) Calcolare il flusso del campo F : R3 — R3 definito da F(x, y, z) = (xy2+sin(yz>), x2y—
arctan(2xz), %z3+e4’<2)’) uscenteda S, quando S e la frontieradi E := {(x, y, 2) €
R3:0<z<y/a2—x2—y?}.

Scrivere espressamente Fr(E)

Fr(E)

Dire quale tecnica e stata utilizzata per calcolare il flusso e dire quanto viene

metodo flusso =

2) Sia F = xzi + yzj + (x + log(1 + y?z?))k. Determinare il flusso del rotore di F

uscente dalla superficie parabolica z+ 3 = x? + y?, limitata da z = 6.

a) Scrivere la normale uscente alla superficie S in ogni suo punto

ne=

b) Scrivere il bordo della superficie con il suo verso di percorrenza, concorde

alla normale uscente

9S =

c) Dire quale tecnica e stata utilizzata per calcolare il flusso e dire quanto

viene

metodo flusso =

3) Sia A:=R?2\ {(0,0)} e sia w la forma differenziale lineare
cosy xsiny
w = ——2 dX + —2
X2 +sin‘y X2 +sin‘y

Dire se w é:

(a) chiusa e esatta (in A);



Analisi Matematica II - A.A. 2025/2026 - CdS Ingegneria Informatica ed Elettronica

(b) chiusa, ma non esatta (in A);
(c) esatta, ma non chiusa (in A);

(d) né chiusa, né esatta (in A).



Analisi Matematica II - A.A. 2025/2026 - CdS Ingegneria Informatica ed Elettronica

Esonero 15 Dicembre 2025 I

Svolgere gli esercizi riportando nel foglio solo le risposte richieste

1) Calcolare il flusso del campo F : R® — R3 definito da F(x,y,z) = (7y2z3 +
xz%, 2y3 —e¥°7,log(1 + x2 + y?) + x2Z) uscente da S, quando S & la frontiera

diE:={(x,y,2)eR3:—y/a2—x2—y2 <z<0}.

Scrivere espressamente Fr(E)

Fr(E)

Dire quale tecnica e stata utilizzata per calcolare il flusso e dire quanto viene

metodo flusso =

2) Sia F = —yi+ 2xj + (x2y — arctan(z))k. Determinare il flusso del rotore di F

uscente dalla superficie parabolica z =4 — (x2 + y?), limitata da z=0.

a) Scrivere la normale uscente alla superficie S in ogni suo punto

ne=

b) Scrivere il bordo della superficie con il suo verso di percorrenza, concorde

alla normale uscente

9S =

c) Dire quale tecnica e stata utilizzata per calcolare il flusso e dire quanto

viene

metodo flusso =

3) Sia A:=R?%\ {(0,0)} e sia w la forma differenziale lineare

xy? x2y

w= dy

———— dx + ———dy.
X2+ y? X2+ y2?

Dire se w e:

(a) chiusa e esatta (in A);
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(b) chiusa, ma non esatta (in A);
(c) esatta, ma non chiusa (in A);

(d) né chiusa, né esatta (in A).
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Cenni di svolgimento
1A E ¢ una semisfera piena. La sua frontiera & data da:
Fr(E)={(x,y,0): x> +y?<a?}u{(x,y,2): 2> 0 & x> + y> + 2> = a?}

Calcoliamo il flusso facendo uso del teorema della divergenza

H F-nedS = J” V- Fdxdydz = J” (X% + y? + z°)dxdydz =
Fr(E) E E

/2 27 a 2
= J sinq)d(pf deJ r*dr = —ma’.
0 0 0 5

2 2
2A |l paraboloide z = 5 + 5 & una superficie regolare di classe C2 con ne =

(x,y,—1), & orientabile e Z: D —» R3 con D := {(x,y) € R?2 : x2 + y2 < 4}.
Il bordo della superficie e pertanto 3S := {(2cost, 2sint,2),2n >t > 0},
guesto perché il verso di percorrenza del bordo deve essere concorde con la
normale (un osservatore che percorre il bordo, con la testa orientata come
la normale, deve lasciare alla propria sinistra la superficie). Per il calcolo del
flusso utilizzamo il teorema di Stokes:

[
J-J VxF:-nedS = 3ydx — xzdy + yz?dz =
s Jas
r0
= ) [3(2sint)(—2sint)—2(2 cost)(2 cost)]dt =

2T
('21'[

= (12sin’t+ 8cos?t)dt = 20m.
0

3A Scriviamo w = P(x, y)dx + Q(x, y)dy, w € C1(A) e

sin(2y) 0(x, y) = X cos(2y)

P(x,y)=—

x2 + sin?(2y)’ x2 +sin?(2y)’

Per verificare se w e chiusa, e sufficiente calcolare
(x2 —sin?(2y)) cos(2y)
(x2+sin2(2y))°

Q,—P, =
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Notiamo che I'espressione precedente non e identicamente nulla su A: ad

esempio, per y = 0 si ha cos(2y) =1 e quindi
2

X 1
Q;—P;/= ) =;;é0 per x # 0.

Quindi w non € una forma chiusa su A. Poiché ogni forma differenziale linea-
re esatta e di classe C! & necessariamente chiusa, I'impossibilita di essere
chiusa esclude anche I'esattezza. Quindi w non € né esatta, né chiusa. Visto

che non e chiusa non ammette potenziali.
1B E ¢ una semisfera piena. La sua frontiera € data da:
Fr(E)={(xy,0):x°+y?<a’}u{(x,y,2):z<0 & x>+ y’ + 2> = a®}

Calcoliamo il flusso facendo uso del teorema della divergenza

JJ F-nedS = JJJV Fdxdydz = ff (x? + y? + z°)dxdydz =
Fr(E)

2m
= J smq)d(pJ dGJ 4dr——

2B Il paraboloide z = 1 — (x2 + y?) & una superficie regolare di classe C2 con
ne =(2x,2y,1), & orientabilee Z: D - R3 con D := {(x,y) e R? : x2+y? < 4}.
Il bordo della superficie & pertanto 8S := {(2cost, 2sint,—3),0 <t < 2m},
guesto perché il verso di percorrenza del bordo deve essere concorde con la
normale (un osservatore che percorre il bordo, con la testa orientata come
la normale, deve lasciare alla propria sinistra la superficie). Per il calcolo del

flusso utilizzamo il teorema di Stokes:

[ 2
ff Vx F-nedS = —xzdx + 3ydy + €¥“ dz =
S Jas
2m
= ) [ —(2cost)(—3)(—2sint) + 3(2sint)(2cost) |dt =
0
2T
= (—12sintcost+ 12sintcost)dt=0
Jo
3B Scriviamo w = P(x, y)dx + Q(x, y)dy, w € C1(A) e

y? 2Xy
Py ==z CxYI=a s
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Per verificare se w e chiusa, e sufficiente calcolare
o —p 2y(y?—x?)  —2x%y 2y3
X y (x2 +y2)2 (x2 +y2)2 - (x2 +y2)2

Notiamo che |'espressione precedente non e identicamente nulla su A: ad

esempio, per x =0 si ha

2y3 2
022 =}—/;é0 pery # 0.

Quindi w non e una forma chiusa su A. Poiché ogni forma differenziale linea-

Q,—P, =

by

re esatta e di classe C! & necessariamente chiusa, I'impossibilita di essere
chiusa esclude anche I'esattezza. Quindi w non e né esatta, né chiusa. Visto

che non e chiusa non ammette potenziali.
1C E € una semisfera piena. La sua frontiera € data da:
Fr(E)={(x,y,0): x>+ y? <a?}u{(x,¥,2): 2> 0 & x> + y*> + 2 = a?}

Calcoliamo il flusso facendo uso del teorema della divergenza

ff F-nedS = JJJ V. Fdxdydz = ff (X + y? + z?)dxdydz =
Fr(E) E E

/2 2n a 2
= f sin<pd(pf dGJ rdr = —ma’.
0 0 0 5

2C |l paraboloide ; = x2 + y2 & una superficie regolare di classe C? con ne =
(4x,4y,—1), & orientabilee Z: D - R3 con D := {(x,y) €e RZ : x2 + y2 < 4}.
Il bordo della superficie e pertanto 3S := {(2cost, 2sint,8),2n >t > 0},
guesto perché il verso di percorrenza del bordo deve essere concorde con la
normale (un osservatore che percorre il bordo, con la testa orientata come
la normale, deve lasciare alla propria sinistra la superficie). Per il calcolo del

flusso utilizzamo il teorema di Stokes:

ffoF-nedS = f yzdx + 5xdy + xe¥zdz =
s 3S

0
J [8(2sint)(—2sint) + 5(2cost)(2cost)]dt =
2n
2n

= (32sin’t—20cos? t)dt = 12m.
0
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3C Scriviamo w = P(x, y)dx + Q(x, y)dy, w € C1(A) e

cosy xsiny
PGY) == QY= .
X2 + cos?y X2 + cos?y
Per verificare se w € chiusa, e sufficiente calcolare

o —p = 2siny(cos?y —x?)

X y

2
(x2 + cos?y)

Notiamo che I'espressione precedente non ¢ identicamente nulla su A: ad
esempio, per x =0 e quindi

2siny

Q. —P #0 pery#0.

Y cos?y

Quindi w non € una forma chiusa su A. Poiché ogni forma differenziale linea-

by

re esatta e di classe C! & necessariamente chiusa, I'impossibilita di essere
chiusa esclude anche I'esattezza. Quindi w non & né esatta, né chiusa. Visto

che non e chiusa non ammette potenziali.
1D E e una semisfera piena. La sua frontiera e data da:
Fr(E)={(xy,0):x°+y?<a?}u{(x,y,2):z<0 & x>+ y’ + 2> = a®}

Calcoliamo il flusso facendo uso del teorema della divergenza

ff F-nedS = JJJ‘ V. Fdxdydz = ff (X + y? + z?)dxdydz =
Fr(E) E E

T 2m a 2
= f singodgoJ dGJ rddr = —ma°.
/2 0 0 5

x2+y? 4 L : 2 —
=3 € una superficie regolare di classe C° con ne =

(%x, %y, 1), & orientabilee Z: D - R3 con D := {(x,y) € R2 : x2 4+ y2 < 9}.

2D Il paraboloide z = —

Il bordo della superficie & pertanto 8S := {(3cost, 3sint,—3),0 <t < 2m},
questo perché il verso di percorrenza del bordo deve essere concorde con la
normale (un osservatore che percorre il bordo, con la testa orientata come

la normale, deve lasciare alla propria sinistra la superficie). Per il calcolo del
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flusso utilizzamo il teorema di Stokes:
1 1
JJ VxF-nedS = J —yzdx — —xdy + (xX°y — xz)dz =
s as 3 3

2m
= J [%(3 sint)(=3)(=3sint)— %(3 cost)(3cost)]dt =
0

27
= (9sin? t— 3 cos? t)dt = 6.
0

3D Scriviamo w = P(x, y)dx + Q(x, y)dy, w € C1(A) e

y2

P aid
(X, y) ——m, O(X' y) -

X2 +y4

Per verificare se w e chiusa, & sufficiente calcolare

o _p YY) 26Xy Oy
Notiamo che I'espressione precedente non e identicamente nulla su A: ad
esempio, per x =0 si ha

5

/ / —
QX_PY_(y4)2__ﬁ#O pery;éO

Quindi w non € una forma chiusa su A. Poiché ogni forma differenziale linea-
re esatta e di classe C! & necessariamente chiusa, I'impossibilita di essere

chiusa esclude anche I'esattezza. Quindi w non & né esatta, né chiusa. Visto

che non e chiusa non ammette potenziali.

1E E e una semisfera piena. La sua frontiera € data da:
Fr(E)={(xy,0):x°+y?<a?}u{(x,y,2):z>0& x>+ y’ + 2> = a®}

Calcoliamo il flusso facendo uso del teorema della divergenza

ff F-nedS = JJJ V. Fdxdydz = ff (x? + y? + z?)dxdydz =
Fr(E) E E

/2 2n a 2
= f sin<pd(pf dGJ rdr = —ma’.
0 0 0 5
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2E |l paraboloide z+ 3 = x? + y? & una superficie regolare di classe C? con ne =
(2x, 2y, —1), & orientabile e Z: D — R3 con D := {(x,y) € R? : x2 + y2 < 9}.
Il bordo della superficie e pertanto 3S := {(3cost, 3sint,6),2n >t > 0},
guesto perché il verso di percorrenza del bordo deve essere concorde con la
normale (un osservatore che percorre il bordo, con la testa orientata come
la normale, deve lasciare alla propria sinistra la superficie). Per il calcolo del

flusso utilizzamo il teorema di Stokes:

JJ VxF-nedS = [ xzdx + yzdy + (x + log(1 + y?z?))dz =
S Jas
rO
= [6(3 cost)(—3sint) + 6(3sint)(3cost)]dt
J2
anTl
= (54 costsint—54costsint)dt =0.
JO

3E Scriviamo w = P(x, y)dx + Q(x, y)dy, w € C1(A) e

cosy xsiny
POY) = QX Y)= .
X%+ sin‘y X%+ sin“y
Per verificare se w e chiusa, e sufficiente calcolare

2(x2 + siny cos?y)

Q/ _P/ —
x Y (x2 + sinzy)2

Notiamo che I'espressione precedente non ¢ identicamente nulla su A: ad
esempio, per y =0 e quindi
2x? 2

Q;_PJ,/=_(XZ)2 =—;;é0 per x #0.

Quindi w non & una forma chiusa su A. Poiché ogni forma differenziale linea-
re esatta e di classe C! & necessariamente chiusa, I'impossibilita di essere
chiusa esclude anche I'esattezza. Quindi w non e né esatta, né chiusa. Visto

che non e chiusa non ammette potenziali.

1F E e una semisfera piena. La sua frontiera e data da:

Fr(E)={(x,y,0): x>+ y? <a?}u{(x,y,2): z< 0 & x* + y* + 2> = a?}
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Calcoliamo il flusso facendo uso del teorema della divergenza

ff F-nedS = ij V- Fdxdydz = ff (x? + y? + z%)dxdydz =
Fr(E) E E

i 21 a 2
= f sin(pd(pf def rtdr = —ma>.
/2 0 0 5

2F |l paraboloide z = 4 — (x2 + y?) & una superficie regolare di classe C2 con
ne =(2x,2y,1), @ orientabilee Z: D - R3 con D := {(x,y) € R? : x2+y? < 4}.
Il bordo della superficie e pertanto 3S := {(2cost, 2sint,0),0 <t < 2m},
guesto perché il verso di percorrenza del bordo deve essere concorde con la
normale (un osservatore che percorre il bordo, con la testa orientata come
la normale, deve lasciare alla propria sinistra la superficie). Per il calcolo del

flusso utilizzamo il teorema di Stokes:

.
JJ VxF-nedS = —ydx + 2xdy + (x’y — arctan(z))dz =
s Jas
(‘21[
= [(—2sint)(—2sint) + 2(2 cost)(2 cost)]dt =
Jo
2m
= (4sin®t+ 8cos?t)dt = 12m.
Jo
3F Scriviamo w = P(x, y)dx + Q(x, y)dy, w € C}(A) e
xy? x2y
P(x,y)=———, X, y)=——".
(x,y) X ty? Q(x, y) Ny

Per verificare se w e chiusa, e sufficiente calcolare
o —p = 2xy3 _ —2x3y _ 2xy
X y (X2 + y2)2 (X2 + y2)2 X2 + y2
Notiamo che I'espressione precedente non e identicamente nulla su A: ad

esempio, per y = x si ha
Q —FP =2—xz=17é0 per x # 0.
X y 2X2
Quindi w non & una forma chiusa su A. Poiché ogni forma differenziale linea-
re esatta e di classe C! & necessariamente chiusa, I'impossibilita di essere
chiusa esclude anche I'esattezza. Quindi w non e né esatta, né chiusa. Visto

che non e chiusa non ammette potenziali.
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Esonero 15 Dicembre 2025 G

iscritto al secondo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

1G) Sia F = (x—2z,x2+yz,—3xy?) e % la porzione di superfice conica determinata
daz=2—+4/x%2+y?2 z>0. Scrivere la superfice in coordinate cilindriche, de-
terminare il flusso del rotore di F uscente da X sia direttamente che facendo

uso del teorema di Stokes.

2G) Sia F il campo di forze F(x, y, z) = (2xz3 + 6y, 6x— 2yz, 3x?z2—y?). Provare
che e conservativo e calcolare poi lI'integrale curvilineo fc Fdr lungo la curva

C che congiunge (1,—-1,1) e (2,1,—-1).
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Cenni di svolgimento
1G Ponendo x =rcos@, y=rsin#@, si ha
z=2-r1, 0<r<2, 0<£6<L2m

Pertanto, una parametrizzazione di £ e ®(r,8) = (rcos8,rsin6,2—r) e la

normale uscente, orientata verso |'esterno, e data da:
Ne:=®,x &g =(rcosH,rsinb,r).

Risulta
i j k
VxF=| g dy 3; |=(—6xy—y, 3y*—1, 2x).

X—2z xX%+yz —3xy?
Per il calcolo diretto del flusso, osserviamo che
(VxF)-ne=—6r3sin6cos?26—r2sin6cos6+ 3r3sin>6—rsin6 + 2rcos6

Attenzione qui, non abbiamo normalizzato il vettore, ma sfruttiamo il fatto

che nedrd6 = versore(ng)dS. Integrandosu D={0<r<2, 0<6 <2m}:

Jf(VxF)-n ds =
b

2n 2
J J (—6r3sin6cos?6—r?sin6cos B + 3r3sin (1 — cos? 6) — rsin 6+
o Jo
2r2 cos 8)drd6 =

2m 2
f J (—9r3sin6cos?26—r?sin6cosO+ 3r3sin@—rsind + 2r2 cos 0)drdd =
o Jo

r42 -cos362 r3;2 .sin?6-2 rt 2 2
o[l [ ~ 5[5y —3-[5 1 [cose], +

4 Jo 3 0 2 0 0 0
r2.» 2 rr2 - 2
[E]O-[cose]on+2-[;]0-[5|n9]0n:0

Calcoliamo ora il flusso mediante il teorema di Stokes. La superficie Z, nella

sua espressione in coordinate cilindriche & regolare, di classe C?, orientabile
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e con bordo 8% dato dalla circonferenza C : x%2+ y?2 = 4, z = 0 orientata
positivamente (in verso antiorario). Una sua parametrizzazione & y(0) =
(2co0sH,2sinB,0), 0<H6<2m. Siha

F(v) =(2cos6, 4cos?6, —24 cos@sin?0), Y (6) = (—2sin#, 2 cos b, 0).

Quindi X
s
jLF-dr:J (—4cosBsinf+ 8cos®0)de =0.
c 0

Il risultato coincide con il calcolo diretto.
2G) Scriviamo
F = (PQ,R), P=2xz3+6y, Q=6x—2yz, R=3x’z>—y>.

Il campo vettoriale & di classe C! in R3, proviamo che & irrotazionale:

i j k
UxF = |ax 3y 9,=((—2y)—(—2y), 6xz2—6x22,6—6)=(0,0,0)
P Q R

e poiché R3 & semplicemente connesso, il campo F & conservativo. Calcolia-
mo la classe dei potenziali a partire da (0, 0, 0):

X y z
Ulx,y,z) = f Odt+J 6xdt+f (3x%t% — y?)dt
0 0 0

6xy + x°z3—y’z+c.

Sia C una qualunque curva che congiungeipuntiA=(1,—-1,1), B=(2,1,—1).

Poiché il campo e conservativo,

JF-dr
C

UB)—U(A)=U(2,1,-1)—U(1,—1,1) =

22(-1)*+6:2:-1-1%(-1)—(1%2:13+6-1-(-1)—(-1)?-1) =15
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Esonero 30 Marzo 2026 A

Civile[ ] Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ ]

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Si verifichi che I'’equazione f(x, y) = XY + x2 —y? —e(x + 1) + 1 = 0 definisce
implicitamente y = y(x) in un intorno di x = 0 con y(0) = —1. Si dimostri che

X = 0 & un punto di minimo per y(x).

2) Siaf(x,y) =Ixyl(x+y—1)

a) Esiste f; nei punti (xp, 0)?

se e solo se xo =0 oppure xp =1

b) f e differenziabile in (0, 0)?

Si

c¢) Che comportamento ha la funzione f nei punti (xo, 0) con xg < 17

punti di massimo relativo

d) Che comportamento ha la funzione f in (1, 0)?

punto sella

3) Si determinino i punti di massimo e minimo vincolati assoluti della funzione

f(x,y,2) = (x + y + 2)? soggetta al vincolo x? + 2y? + 3z% = 1.
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Esonero 30 Marzo 2026 B

Civile[ ] Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ ]

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Si verifichi che I'equazione f(x, y) = y(e¥ + x—2)—Inx = 0 definisce implicita-
mente x = x(y) in un intorno di y = 0 con x(0) = 1. Si dimostrichey =0 ¢e

un punto di minimo per x(y).

2) Sia f(x,y) =Ixyl(x+y—1)

a) Esiste f] nei punti (0, yo)?

se e solo se yp =0 oppure yp=1

b) f e differenziabile in (0, 1)?

Si

c¢) Che comportamento ha la funzione f nei punti (0, yo) con yo < 17?

punti di massimo relativo

d) Che comportamento ha la funzione f in (0, 1)?

punto sella

3) Si determinino i punti di massimo e minimo vincolati assoluti della funzione

f(x,y,2) = (—x —y + 2)? soggetta al vincolo 2x2 + y? + z2 = 1.
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Esonero 30 Marzo 2026 C

Civile| ] Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Si verifichi che I'equazione f(x, y) = y?2+ e X —x%2—e(y + 1) + 1 = 0 definisce
implicitamente x = x(y) in un intorno di y = 0 con x(0) = —1. Si dimostri che

y =0 e un punto di minimo per x(y).
2) Sia f(x,y) =Ixyl(x+y—1)

a) Esiste f; nei punti (xo, 0)?

se e solo se xg = 0 oppure xg =1

b) f & differenziabile in (1, 0)?

Si

c¢) Che comportamento ha la funzione f nei punti (xg, 0) con xg > 17

punti di minimo relativo

d) Che comportamento ha la funzione f in (1, 0)?

punto sella

3) Si determinino i punti di massimo e minimo vincolati assoluti della funzione

f(x,y,2) = (x—y+ 2)? soggetta al vincolo x2 + 2y2 + 222 =1.
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Esonero 30 Marzo 2026 D

Civile[ ] Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ ]

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Si verifichi che I'equazione f(x, y) = 1 — cos(y? + x) + sin(y + x2) = 0 definisce
implicitamente y = y(x) in un intorno di x = 0 con y(0) = 0. Si dimostri che

x = 0 € un punto di massimo per y(x).

2) Siaf(x,y) =Ixyl(x+y—1)

a) Esiste f] nei punti (0, y0)?

se e solo se yp =0 oppure yp=1

b) f e differenziabile in (0, 0)?

Si

c¢) Che comportamento ha la funzione f nei punti (0, yo) con yg > 17

punti di minimo relativo

d) Che comportamento ha la funzione f in (0, 0)?

punto di massimo relativo

3) Si determinino i punti di massimo e minimo vincolati assoluti della funzione

f(x,y,2) = (x+ y + 2)? soggetta al vincolo x? + 2y? + 3z2 = 1.
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Esonero 30 Marzo 2026 E

Civile[ ] Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ ]

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Si verifichi che I'’equazione f(x, y) = x(e*X+ y—2)—Iny = 0 definisce implicita-
mente y = y(x) in un intorno di x = 0 con y(0) = 1. Si dimostriche x =0 e

un punto di minimo per y(x).

2) Sia f(x,y) =Ixyl(x+y—1)

a) Esiste f; nei punti (xp, 0)?

se e solo se xo =0 oppure xp =1

b) f e differenziabile in (1, 0)?

Si

c¢) Che comportamento ha la funzione f nei punti (xo, 0) con xg < 17

punti di massimo relativo

d) Che comportamento ha la funzione f in (0, 0)?

punto di massimo relativo

3) Si determinino i punti di massimo e minimo vincolati assoluti della funzione

f(x,y,z2) = (—x—y + 2)? soggetta al vincolo 2x2 + y2 + z2 = 1.




Analisi Matematica II - A.A. 2025/2026 - CdS Ingegneria Civile e Meccanica

Esonero 30 Marzo 2026 I

Civile[ ] Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ ]

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Si verifichi che I'equazione f(x, y) = 1 — cos(x2 + y) + sin(x + y2) = 0 definisce
implicitamente x = x(y) in un intorno di y = 0 con x(0) = 0. Si dimostri che

y =0 e un punto di massimo per x(y).
2) Sia f(x,y) = Ixyl(x+y—1)

a) Esiste f] nei punti (0, y0)?

se e solo se yp =0 oppure yp=1

b) f e differenziabile in (0, 1)?

Si

c¢) Che comportamento ha la funzione f nei punti (0, yo) con yo < 17?

punti di massimo relativo

d) Che comportamento ha la funzione f in (0, 1)?

punto sella

3) Si determinino i punti di massimo e minimo vincolati assoluti della funzione

f(x,y,2) = (x—y + z)? soggetta al vincolo x? + 2y? + 222 = 1.
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Cenni di svolgimento

1A) Risulta f(0,—1) =0, inoltre f € C2(R?) e Vf = (eX¥ + 2x —e, —eX ¥ — Zy).
Vf(0,—1) = (0,2 —e), quindi per il Teorema di Dini, la f & esplicitabile in un

intorno Ux—o = [—a, a] come y = y(x) con y € C?([—a, a]) in modo che:

e y(0)=-1;

o X V() 4 x2 _y(x)z —e(x+1)+1=0perognixe[—a,al;
e VX 4 2x—e

XY + 2y(x)

Risulta ovviamente y’(0) = 0, calcoliamo ora y”/. Poniamo

o Y'(xX)=

Nx) = &YX 42x—e NO)=0
D(x) = e 7YX 42y(x), DO0)=e—2
N'(x) = e&YXA—-y'(x)+2, N(OQ)=e+2

D'(x) = e€7YN(1-y'x)+2y'(x), D'(0)=e
N’ (x)D(x) — N(x)D’(x)

y'(x) = D200
., B (e+2)-(e—2)_e+2
'O = e Tes

Pertanto x = 0 € un punto di minimo per y = y(x).

1B) Risulta f(1,0) =0, inoltre f € C?(R* x R) e Vf = (y — Le+x—2)+ yey).

X

Vf(1,0) = (—1,0), quindi per il Teorema di Dini, la f & esplicitabile in un

intorno Uy—o =[—a, a] come x =x(y) con x € C%([—a, a]) in modo che:

e X(0)=1;

e y(&+Xx(y)—2)—In(x(y)) =0 perogniy e[—a,al;
(e +x(y)—2)+yeY
o X'(y)= 1 :
Ty)_y
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Risulta ovviamente x’(0) = 0, calcoliamo ora x”’. Poniamo

Nly) = & +x(y)—2+ye¥, N0)=0

1
Dly) = ———-y. D(0)=1
x(y)
N'(y) = &+xX(y)+e+yey=2e"+ye+x'(y), N (0)=2
, x'(y) ,
P = (_X(y)z)_ Lo poy=-1
N’(0)D(0)— N(0)D’(0

Quindi y = 0 € un punto di minimo locale per la funzione x(y).

1C) Risulta f(—1,0) =0, inoltre f € C>(R?) e Vf = (— &/ X —2x, /X + 2y — e).
Vf(—1,0) =(2—e,0), quindi per il Teorema di Dini, la f & esplicitabile in un

intorno Uy—o =[—a, a] come x =x(y) con x € C%([—a, a]) in modo che:

e X(0)=-1;

o Y2+ ey XV —x2(y)—e(y+ 1)+ 1=0 perogniye[—a,al;
ey XM + 2y —e
ey—x0) + 2x(y)

o X'(y)=
Risulta ovviamente x’(0) = 0, calcoliamo ora x”. Poniamo

Ny) = e 42y—e N(O)=0
D(y) = &0 +2x(y), D(0)=e—2
N'(y) = e -x'(y)+2, N(@0)=e+2

D'(y) = 71 -x'(y)+2x'(y), D'(0)=e
N’(y)D(y)—N(y)D’(y)

x"(y) =

D2(y)
., _ (e+2)-(e—2) e+2
X0 = T T

Pertanto y = 0 e un punto di minimo per x = x(y).
1D) Risulta f(0,0) =0, inoltre f € C2(R?) e

Vf = (+ sin(y? + x) + 2x cos(y + x2), +2ysin(y? + x) + cos(y + Xz))'
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Vf(0,0) = (0, 1), quindi per il Teorema di Dini, la f & esplicitabile in un intorno
Ux=o =[—a, a] come y = y(x) con y € C2([—a, a]) in modo che:

e y(0)=0;

e 1—cos(y(x)? + x) + sin(y(x) + x%) = 0 per ogni x € [—a, a];

V) = X y(x))
fy(x y(x)
Risulta £40,0)
"0)y=-—2""_0o.
y0r==71010
Poniamo ora
N(X) = —fx(x, y(x)) =—sin(y(x)? + x) — 2x cos(y(x) + x*), N(0)=0
D(x) = f,(x,y(x))=2y(x)sin(y(x)*+x)+ cos(y(x) +x?), D(0)=1
N'(x) = —cos(y(x)?+x)(2y(x)y’(x) + 1)— 2 cos(y(x) + x?) +

4x? sin(y(x) + x2) + 2xy’(x) sin(y(x) + x?), N’(0)=-3
D'(x) = 2y/(x)sin(y(x)?+x) + 2y(x) cos(y(x)? + x)(2y(x)y’(x) + 1) +
—sin(y(x) + x?)(y’(x)+2x) D’(0)=0
N’(0)D(0)— N(0)D’(0) B

y"(0) = D(0)?

Quindi x = 0 € un punto di massimo locale per la funzione y = y(x).
1E) Risulta f(0,1) =0, inoltre f € C2(Rx R*) e

1
Vf =((eX+y—2)+xeX, x— }—/)

Vf(0,1) = (0,—1), quindi per il Teorema di Dini, la f & esplicitabile in un

intorno Ux—p = [—a, a] come y = y(x) con y € C2([—a, a]) in modo che:

e y(0)=1;

e X(eX+ y(x)—2)—In(y(x)) =0 per ogni x e [—a, al;

, (e*+ y(x)—2) + xe*
e y'(x)= T :
yo)

X
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Risulta ovviamente y’(0) = 0, calcoliamo ora y”’. Poniamo

Nx) = e+y(x)—2+xeX, N(0)=0

D(x) =-j——x D(0)=1

y(x)
N'(x) = 2e¥+xe*+y’(x), N'(0)=2
P 2 O N o
D'(x) = ( y(x)z) 1, D'(0)=-1
" _ N’(0)D(0)— N(0)D’(0)
y"(0) = DZ(0) =2

Quindi x = 0 € un punto di minimo locale per la funzione y(x).
1F) Risulta f(0,0) =0, inoltre f € C2(R?) e

Vf = (Zx sin(x? + y) + cos(x + y?), +sin(x? + y) + 2y cos(x + yz)).
Si ha quindi
Vf(0,0) =(1,0),
quindi per il Teorema di Dini la f e esplicitabile in un intorno Uy—o = [—a, a]
come x = x(y) con x € C2([—a, a]) in modo che:
e xX(0)=0;
e 1—cos(x(y)? + y)+ sin(x(y) + y?) = 0 per ogni y € [—a, a];

reon X, Y)

O = o)
Risulta 0.0
X’(O):—fy( ’ )

7<(0,0)
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Poniamo ora

N(y) = —fy(x(y), y)=—sin(x(y)?+y)—2ycos(x(y) +y?), N(0)=0,
D(y) = fx(x(y),y)=2x(y)sin(x(y)*+y)+ cos(x(y)+y?), D(0)=1,
N'(y) = —cos(x(y)?+y) - (2x(y)x'(y) + 1)— 2 cos(x(y) + y?) +

4y? sin(x(y) + y?) + 2yx'(y) sin(x(y) + y?), N’(0)=-3,
D'(y) = 2xX'(y)sin(x(y)? +y) + 2x(y) cos(x(y)? + y) - x(y)x'(y) + 1) +

—sin(x(y) + y?) - (X’(¥) + 2y), D’(0)=0,
N’(0)D(0) — N(0)D’(0) _
D(0)2 B

Quindi y = 0 e un punto di massimo locale per la funzione x = x(y).

X//(o)

2) La funzione & definita per ogni (x, y) € R2. Se xy # 0, il segno di xy & costante

in un intorno del punto e vale

xy sexy>0,
Ixy| =
—xy sexy<0.
In tali regioni la funzione coincide con un polinomio.

e Caso xy > 0:

fx,y)=xy(x+y—1).

Allora
of of
—=y(x+y—1)+xy, — =Xx(x+y—1)+ xy.
oX oy
Caso xy < 0:
fxy)=—xy(x+y—1),
per cui
of of
—=—|yx+y—-1)+xy| —=—|x(x+y—1)+xy|.
aX[y(y)y]ay[(y)y]

e Studio sui punti con xy =0

Derivata parziale rispetto a x nel punto (0, yg). Per h # 0:

lhyol |hl
= — = sgn(h).
" lyol p lyolsan(h)
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Quindi
f(h,y0)—£(0, yo0)

h

Calcoliamo i limiti destro e sinistro:

= lyolsgn(h)(h +yo—1).

Jim, lyol(yo—1), Jim lyol(yo—1)

Il limite esiste se e solo se coincidono, cioé se
lyol(yo—1) =0.

Pertanto

)
a—f(O, yo) esiste <= yo =0 oppure yo=1.
X

In tali casi il valore della derivata e 0.

e Derivata parziale rispetto a y nel punto (xg, 0)
Analogamente,

f(xo0, k) —f(x0,0)  Ixok|(xo+k—1)
k - k '

Allora

lim =|xo|l(xo—1), lim =—|xg|(xg—1).
Jim = xol(xo—1), | IXol(xo—1)

—0—

Il limite esiste se e solo se
|Xol(xo—1) =0,
cioé
Xo=0 oppure xo=1.

Anche in questo caso la derivata vale 0. Dunque le derivate parziali di f

esistono:
per tutti i punti con xy # 0,

nei punti (0, 0), (0, 1), (1, 0).
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e Determiniamo ora i punti di differenziabilita della f.
Nei punti tali che xy # 0 f & un polinomio e dungue & di classe C® in
tali punti. In particolare e differenziabile in tutti i punti tali che xy #
0. Resta da studiare la differenziabilita nei punti (0, 0), (1, 0), (0, 1), nei
punti rimanenti non puo esserlo perché non ammette gradiente.
Studio nel punto (0, 0)

Poiché f(0, 0) = 0, e dalle derivate parziali calcolate in precedenza risul-

ta:
G) 2
—f(O, 0)=0, —f(O, 0)=0,
9X dy

Allora f e differenziabile nel punto solo se

im0 bylix 4y~
(=00 /xZ+y2 =00 | /xZ4y2

In un intorno dell’origine la funzione |x + y — 1| & limitata, ad esempio

x+y—1|<C

per qualche costante C > 0.

Inoltre vale la disuguaglianza

2

| |<x2+y
xy| < )
Y 2
Dunque
xyllx+y—1 x2 +y?
Ixyllx +y lsc y _ /Ty,
/X2 + y2 /X2 + y2
Poiché

Cy/x?+y?— 0 per(x,y)—(0,0),
segue che il limite e zero.
Quindi f e differenziabile in (0, 0).
¢ Differenziabilita nel punto (0, 1)

Si ha f(0,1) = 0. Dalle derivate parziali risulta

of of
—(0.1)=0, 5(o, 1)=0.
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Verifichiamo la definizione:

. fx,y) . Ixyllx+y—1|
lim = im .

Poniamou=x, v=y—1. Allora (u,v) - (0,0) e
X+y—1l=u+v, y=1+v.

Quindi
fOGy)=lu(l+ v)llu+ v

Per (u, v) piccoli, |1 + v| e limitato inferiormente e superiormente; in

particolare esiste C > 0 tale che

|1+ v|<C.
Allora
F VI < Clullu+ v.
Poiché
lu+ v| < vV2Vu2 +v2,
si ottiene
IF(x, y)| < CV2 |ulVu2 + v2.
Dividendo per v u? + v2:
lf (x, y)I
———— < C\/Elul — 0.
vu? + v?

Dunque f e differenziabile in (0, 1).
e Differenziabilita nel punto (1, 0)

Si procede in modo del tutto analogo al caso precedente ponendo

Si ottiene ancora una stima del tipo
FO IS Clvivu? +v2,

da cui segue che il rapporto incrementale tende a zero. Quindi f &
differenziabile in (1, 0).
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¢ |lo studio del segno di f ci permette di dire che (0, 1) e (1, 0) sono punti
sella; i punti (h,0) e (0, k) con h <1,k <1 sono di massimo relativo; se

invece h > 1, k > 1 sono di minimo relativo.

3A,3D) Possiamo osservare che f(x,y,2) = (x+y+2)2 e g(x,y,2) = x2 + 2y? +
322 —1 = 0 sono funzioni di classe almeno C%(R3). Inoltre f(x,y, z) > 0 per

ogni (X, y, z) € R3. Ne segue che i punti
{(X,y,z):z=—x—y & x?+2y?+3z22—-1=0}

sono di minimo assoluto per f. La prima € I'equazione di un piano, la se-
conda quella di un ellissoide. Quindi i minimi assoluti si troveranno nei punti
dell’ellisse che si ottiene intersecando le due figure.

Osserviamo che I'ellissoide € un compatto, f € continua e dunque per il Teo-
rema di Weierstrass ammettera anche massimi assoluti vincolati.

Infine Z, N Vg = @. Infatti Vg = (2x, 4y, 6z) = (0, 0, 0) solo nell’origine e
(0,0,0) ¢ Zg.

Costruiamo la Lagrangiana
Lx,y,z,a)=(x+y+2)*+a(x®*+2y? + 322 —1)

e applichiamo a lei il Teorema di Fermat. Risulta

L = 2(x+y+2)+2ax=0
L; = 2(x+y+2z)+4ay=0
L’ = 2(x+y+2z)+6az=0

z

L’ = x*+2y*+3z2°—1=0.

Ricaviamo 2(x + y + z) dalle prime 3 equazioni. Eguagliando i termini si
ottiene

2ax =4ay, 2ax=6az.

Se a = 0 si riottengono i punti di minimo trovati precedentemente; se a # 0

allora y = x/2, z = x/3, che sostituiti nel vincolo forniscono

6 1 6 1 6 6 1 6 1 6
(\JE'E\JE'E\JE)' (_E'_E\I;'_E\I;)'
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11
La funzione in questi due punti assume il valore Y che e quindi il massimo

assoluto vincolato cercato.

3B,3E) Possiamo osservare che f(x,y,2) =(—x—y+2)2 e g(x,y,2) =2x2 + y% +
z2 —1 = 0 sono funzioni di classe almeno C2(R3). Inoltre f(x,y,z) > 0 per

ogni (X, y, z) € R3. Ne segue che i punti
{(x,y,z):z=x+y & 2x°+y?+2z°—1=0}

sono di minimo assoluto per f. La prima e I'equazione di un piano, la se-
conda quella di un ellissoide. Quindi i minimi assoluti si troveranno nei punti
dell’ellisse che si ottiene intersecando le due figure.

L'ellissoide &€ un compatto, f € continua e dunque per il Teorema di Weier-
strass ammettera anche massimi assoluti vincolati.

Osserviamo che Zy N Vg = @. Infatti Vg = (4x, 2y, 2z) = (0, 0, 0) solo nell’ori-
gine e (0,0,0) ¢ Zg.

Costruiamo la Lagrangiana
L(x,y,z,a)=(—x—y+2)*+a(2x* +y* + 2 — 1)

e applichiamo a lei il Teorema di Fermat. Risulta

L; = —2(—x—y+2)+4ax=0
L;/ = —2(—x—y+2)+2ay=0

L’ = 2(—x—y+2)+2az=0

z

L/ = 2x*+y*+2z°—1=0.

Ricaviamo 2(—x — y + z) dalle prime 3 equazioni. Eguagliando i termini si
ottiene
4ax =2ay, 4ax=-2az.

Se a = 0 si riottengono i punti di minimo trovati precedentemente; se a # 0

allora y = 2x, z=—2x, che sostituiti nel vincolo forniscono

(N5 Vs
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5
La funzione in questi due punti assume il valore > che & quindi il massimo

assoluto vincolato cercato.

3C,3F) Possiamo osservare che f(x,y,z) = (x—y+2)2 e g(x,y,z) = x2 + 2y? +
272 —1 = 0 sono funzioni di classe almeno C2(R3). Inoltre f(x,y, z) > 0 per

ogni (x, y, z) € R3. Ne segue che i punti
{(x,y,z):z:—x+y & x?+2y?+2z2—1=0}

sono di minimo assoluto per f. La prima e I'equazione di un piano, la se-
conda quella di un ellissoide. Quindi i minimi assoluti si troveranno nei punti
dell’ellisse che si ottiene intersecando le due figure.

L'ellissoide € un compatto, f € continua e dunque per il Teorema di Weier-
strass ammettera anche massimi assoluti vincolati.

Osserviamo che ZgnVg = @. Infatti Vg = (2x, 4y, 4z) = (0, 0, 0) solo nell’ori-
gine e (0,0,0) & Z,.

Costruiamo la Lagrangiana
L(x,y,z,a)=(x—y+2)*+a(x®+2y? + 22> — 1)

e applichiamo a lei il Teorema di Fermat. Risulta

L; = 2(x—y+2)+2ax=0
L; = —2(x—y+2)+4ay=0

L’ = 2(x—y+2)+4az=0

z

L' = x*+2y’+2z°—-1=0.

Ricaviamo 2(x — y + z) dalle prime 3 equazioni. Eguagliando i termini si
ottiene

2ax =—4ay, 2ax=4az.

Se a = 0 si riottengono i punti di minimo trovati precedentemente; se a # 0

allora y = —x/2, z=x/2, che sostituiti nel vincolo forniscono
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1
La funzione in questi due punti assume il valore > che & quindi il massimo

assoluto vincolato cercato.
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Esonero 23 Aprile 2026 A

Civile[ ] iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ ]

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste
1) Sia x2y”’(x) + 2xy’(X) + y(x)=Inx, y(1) =1, y’(1) = 3.

a) Scrivere l'integrale generale della equazione omogenea

y(x) =

b) scrivere una soluzione particolare della equazione completa

y(x) =

c¢) Determinare le costanti che risolvono il problema di Cauchy

C1 = Cy =

2) Risolvere il sistema: y’(t) = x(t) + 3y(t), x’'(t) = 3x(t) + y(b).

a) equazione di secondo grado associata

b) x(t) =

c) y(t) =

3) Risolvere I'equazione y’ — 2y = y?2.

y(x) =
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Esonero 23 Aprile 2026 B

Civile[ ] iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ ]

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste
1) Sia X2y”"(xX)—xy'(X)+y(x) =x, y(1) =1, y’'(1) = 2.

a) Scrivere l'integrale generale della equazione omogenea

y(x) =

b) scrivere una soluzione particolare della equazione completa

y(x) =

c¢) Determinare le costanti che risolvono il problema di Cauchy

C1 = Cy =

2) Risolvere il sistema: y’(t) = 2x(t) + y(t), x’'(t) = x(t) + 2y(t).

a) equazione di secondo grado associata

b) x(t) =

c) y(t) =

3) Risolvere I'equazione y’ + 3y = y?2.

y(x) =
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Esonero 23 Aprile 2026 C

Civile| ] iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste
1) Sia x2y”’(x) + 5xy’(x) + 6y(x) =11x, y(1) =1, y’(1) = 1.

a) Scrivere l'integrale generale della equazione omogenea

y(x) =

b) scrivere una soluzione particolare della equazione completa

y(x) =

c¢) Determinare le costanti che risolvono il problema di Cauchy

C1 = Cyr =

2) Risolvere il sistema: y’(t) = x(t) + 4y(t), x’'(t) = 4x(t) + y(b).

a) equazione di secondo grado associata

b) x(t) =

c) y(t)=

3) Risolvere I'equazione y’ + 2y = y2.

y(x) =
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Esonero 23 Aprile 2026 D

Civile[ ] iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ ]

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste
1) Sia x?y”(x)—3xy’(x)+ 4y(x) =x, y(1)=1, y’(1) = 0.

a) Scrivere l'integrale generale della equazione omogenea

y(x) =

b) scrivere una soluzione particolare della equazione completa

y(x) =

c¢) Determinare le costanti che risolvono il problema di Cauchy

C1 = Cy =

2) Risolvere il sistema: y’(t) = x(t) + 2y(t), x’'(t) = 2x(t) + y(b).

a) equazione di secondo grado associata

b) x(t) =

c) y(t) =

3) Risolvere I'equazione y’ + y = y?.

y(x) =
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Esonero 23 Aprile 2026 A

Civile[ ] iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ ]

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste
1) Sia x2y”’(x) + 2xy’(X) + y(x)=Inx, y(1) =1, y’(1) = 3.

a) Scrivere l'integrale generale della equazione omogenea

y(x) = % (cl cos(? InXx) + ¢ sin(@ Inx))

b) scrivere una soluzione particolare della equazione completa

y(x)=Inx—1

c¢) Determinare le costanti che risolvono il problema di Cauchy

c1=2 C2=21/§

2) Risolvere il sistema: y’(t) = x(t) + 3y(t), x’'(t) = 3x(t) + y(b).

a) equazione di secondo grado associata

a’—6a+8=0

b) x(t) = c1e2t + cret

c) y(t) =—cie?t + c et

3) Risolvere I'equazione y’ — 2y = y?2.

y(x) = ZCe-zT_l
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Esonero 23 Aprile 2026 B

Civile[ ] iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ ]

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste
1) Sia X2y”"(xX)—xy'(X)+y(x) =x, y(1) =1, y’'(1) = 2.

a) Scrivere l'integrale generale della equazione omogenea

y(x) =c1x+ caxInx

b) scrivere una soluzione particolare della equazione completa

y(x) =3(Inx)?

c¢) Determinare le costanti che risolvono il problema di Cauchy

2) Risolvere il sistema: y’(t) = 2x(t) + y(t), x’'(t) = x(t) + 2y(t).

a) equazione di secondo grado associata

a’?—2a—3=0

b) x(t) =cre7t+ credt

c) y(t)=—cie t+ et

3) Risolvere I'equazione y’ + 3y = y?2.

3
y(¥) = 55507
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Esonero 23 Aprile 2026 C

Civile| ] iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste
1) Sia x2y”’(x) + 5xy’(x) + 6y(x) =11x, y(1) =1, y’(1) = 1.

a) Scrivere l'integrale generale della equazione omogenea

y(x) = X%(Cl cos(¥2Inx) + ¢z sin(ﬁlnx))

b) scrivere una soluzione particolare della equazione completa

y(x)=x

c¢) Determinare le costanti che risolvono il problema di Cauchy

c1=0 c2=0

2) Risolvere il sistema: y’(t) = x(t) + 4y(t), x’'(t) = 4x(t) + y(b).

a) equazione di secondo grado associata

a’?—8a+15=0

b) x(t) = c1e3t + cret

c) y(t) =—c1e3t 4+ et

3) Risolvere I'equazione y’ + 2y = y2.

2
y(X) = 5T
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Esonero 23 Aprile 2026 D

Civile[ ] iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ ]

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste
1) Sia x?y”(x)—3xy’(x)+ 4y(x) =x, y(1)=1, y’(1) = 0.

a) Scrivere l'integrale generale della equazione omogenea

y(x) =c1x% + cax2%Inx

b) scrivere una soluzione particolare della equazione completa

y(x)=x

c¢) Determinare le costanti che risolvono il problema di Cauchy

c1=0 cr=-1

2) Risolvere il sistema: y’(t) = x(t) + 2y(t), x’'(t) = 2x(t) + y(b).

a) equazione di secondo grado associata

a’—4a+3=0

b) x(t) = c1et + cpe3t

c) y(t) =—ciet + cre3t

3) Risolvere I'equazione y’ + y = y?2.

y() = gt
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Cenni di svolgimento

1) Si tratta di un problema di Cauchy composto da una equazione equidimensio-
nale di Eulero del secondo ordine, completa e dai dati iniziali che si trova-

no nel semipiano x > 0; utilizziamo allora la sostituzione x = e?. Pertanto

z=Inx, xy'(x) =y’'(2), x?y"(x)=y"(2)—y'(2).
1A)
X2y"(X)+2xy' ) +yX) =Inx = y'(@)+y'(2)+y(2) ==z

L'equazione caratteristica associata alla equazione omogenea & a?+a+

1 3
1 = 0 che ammette come soluzioni a = —3 + iT' L’'integrale generale

della equazione omogenea, nella variabile z,
y(2) = e_Z/z(cl cos(ﬁz) +c3 sin(éz)).
2 2
Una soluzione particolare della equazione completa € banalmente y(z) =

z—1. Riscrivendo I'integrale generale in x si ha:

1 /3 43
y(x) = —(cl cos(T Inx)+ c> sm(T Inx)) +Inx—1.

VX
Imponendo le condizioni iniziali, y(1) = 1, y’(1) = 3, si ottiene: ¢; =
2, Cy = 21/§.

1B)
X2y"X)=xy'()+y(x)=x = y"(2)—2y'(2)+y(z) =€~

L’'equazione caratteristica associata alla equazione omogenea & a? —
2a+ 1 = 0 che ammette come soluzioni a = +1, con molteplicita 2.

L'integrale generale della equazione omogenea, nella variabile z, &
y(2) = c16% + cyz€e”.

Poiché a = 1 & una soluzione dell’eq. caratteristica con molteplicita 2

cerchiamo una soluzione della equazione completa del tipo y(2) = az?e?
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ed otterremo a = 1/2. Riscrivendo |'integrale generale in x si ha:
X 2
y(x)=c1x+ caxInx + E(Inx) .

Imponendo le condizioni iniziali, y(1) = 1, y’(1) = 2. si ottiene: ¢; =
c> =1.
1C)
X2y"(xX)+ 5xy'(x)+ 6y(x) =11x = y”(2)+4y’'(2) + 6y(z) = 11€7.

L’equazione caratteristica associata alla equazione omogenea, nella va-
riabile z, & a? + 4a + 6 = 0 che ammette come soluzioni a = —2 + iv/2.

L'integrale generale della equazione omogenea &
y(2) = e—zz(cl cos(V2z) + ¢» sin(\/fz)).

Una soluzione particolare della equazione completa nella variabile x &

banalmente y(x) = x. Riscrivendo l'integrale generale in x si ha:
1
y(x) = —2(c1 cos(\/ilnx) +C2 sin(\/flnx)) + X.
X

Imponendo le condizioni iniziali, y(1) =1, y’(1) = 1, si ottiene: c; = ¢ =
0.
1D)

X2y"(x)=3xy'(X)+4y(x)=x = y"(2)—4y'(2) + dy(2) = €.

L’equazione caratteristica associata alla equazione omogenea, nella va-
riabile z, & a? — 4a + 4 = 0 che ammette come soluzioni a = 2 con

molteplicita 2. L'integrale generale della equazione omogenea &
y(2) = c1e?? + crze?2,

Una soluzione particolare della equazione completa nella variabile z

banalmente y(z) = €. Riscrivendo l'integrale generale in x si ha:
— 2 2
y(x) =c1x% + c2x“ Inx + X.

Imponendo le condizioni iniziali, y(1) = 1, y’(1) = 0, si ottiene: ¢1 =
0, co=-1.



Analisi Matematica II - A.A. 2025/2026 - CdS Ingegneria Civile e Meccanica

2) Si tratta di un sistema di equazioni differenziali lineari del primo ordine a
cofficienti costanti. Derivo la x(t) e ricavo una equazione differenziale del

secondo ordine.
2A) y'(t) = x(t) + 3y(t), x'(t) = 3x(t) + y(t).

xX'(t) = 3x(®)+y(t),  y(t)=x"(t)—3x(t)
x"(t) = 3x'(t)+y'(t) =3x'(t) + x(t) + 3y(t) =
= 3x/(t) + x(t) + 3(x’(t) — 3x(t)) = 6x’(t) — 8x(1).
L’equazione lineare omogenea a coefficienti costanti x”/(t) — 6x’(t) +

8x(t) = 0 ha equazione caratteristica a2 — 6a + 8 = 0 che ha soluzioni

a=2,a=4. Pertanto

x(t) = ci1e’'+coe?, X' (t) = 2c1e?t + 4cye™t

y(t) = X'(t)—3x(t) =—c1e%t + c e,

2B) y'(t) = 2x(t) + y(t), x'(t) = x(t) + 2y (D).

x'(t) x(t)+2y(t),  2y(t)=x"(t)—x(t)
x"(t) = X'(t)+2y'(t) =x"(t)+ 4x(t) + 2y(t) =
= xX'(t) + 4x(t) + x'(t) — x(t) = 2x’(t) + 3x(t).
L'equazione lineare omogenea a coefficienti costanti x”/(t) — 2x/(t) —
3x(t) = 0 ha equazione caratteristica a2 —2a— 3 = 0 che ha soluzioni

a=-—1,a= 3. Pertanto

x(t) = cie t+ e’ x'(t)=—cie t+ 3cet

y(t) = %(x’(t) —x(t)) =—cie t+ el
2C) y'(t) = x(t) + 4y(t), x'(t) = 4x(t) + y(1).

x'(t)
X,/(t)

4x(t) + y(t), y(t) = x'(t)— 4x(t)
4X'(t) + y/(t) = 4x'(t) + x(t) + 4y(t) =

= X'(t) + x(t) + 40X’ (t) — 4x(t)) = 8x’(t) — 15x(t).
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L'equazione lineare omogenea a coefficienti costanti x”/(t) — 8x’(t) +
15x(t) = 0 ha equazione caratteristica a?—8a+ 15 = 0 che ha soluzioni

oa=3,a=>5. Pertanto

x(t) = cie3t+ced, X/(t)=3c1e3t + 5ce%t

y(t) = X'(t)—4x(t) =—c1e3 + c et
2D) y’(t) = x(t) + 2y(t), x’'(t) = 2x(t) + y(1).

x'(t)
X//(t)

2x(t) +y(t),  y(t) =x'(t)—2x(t)
2x'(t) + y/(t) = 2x/(t) + x(t) + 2y(t) =

2x(t) + x(t) + 2(x’(t) — 2x(t)) = 4x’(t) — 3x(t).

L'equazione lineare omogenea a coefficienti costanti x”/(t) — 4x’(t) +
3x(t) = 0 ha equazione caratteristica a2 — 4a + 3 = 0 che ha soluzioni

a=1,a=3. Pertanto

x(t) = ciet+ce?, x'(t) = cret + 3cye3t

y(t) = X'(t)—2x(t) =—c1et + ce3t.

3) Si tratta di una equazione di Bernoulli. Moltiplichiamo ambo i membri per y—2

e poi utilizziamo la sostituzione z =y 1.

3A)
v —2y=y? = y 22y l=1 (z=y!) =>-7-2z=1
Z/+2z=-1 (lineare primo ordine) z= ce X—-1/2 =
2
Y= e x—1
3B)

y+3y=y? = y2%y/+3y =1 (z=y!) =-7Z+3z=1
zZ’—3z=—1 (lineare primo ordine) z=ce3*+1/3 =
3

Y= 3ce3x+1°
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3C)
Yy 42y=y? = y?y+2yt=1 (z=y!) =-7+2z=1
zZ/—2z=—-1 (lineare primo ordine) z=ce**+1/2 =
2
Y= e 1
3D)
Y+y=y? = y?y+yl=1 z=y1) =-Z+z=-1

1
ceX+1

z/—z=-1 (lineare primo ordine) z=ce*+1 = y=
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Esonero 27 Aprile 2026 A

Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni e tutti i passaggi. Relativamente all’eser-

Cizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste
1) Sia D= {(x,y) € R?: |y| < (Ix|—1)?, |x| < 1}; calcolare
I:= JJ (cosxtany+ le)dxdy.
D

a) Disegnare I'insieme D nel foglio

b) scrivere il risultato finale dell’integrale.

I=

2) Calcolare il volume del tronco di paraboloide E := {(x,y,z) €e R3 : x2 + y2 <

z<1}. Inoltre se p(x, y, z) = z e la funzione densita, calcolarne la massa e il

baricentro.
a) V = M=
b) XG = Ye = ZG =

3) Calcolarel = f+aD(xy+ eX)dx+ (In(y2+1)—y)dy, dove D & la porzione di piano
che si trova nel primo quadrante ed é delimitata da y = x? e dallarettay = 1.

a) D =

b) I=
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Esonero 27 Aprile 2026 B

Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste
1) SiaD:={(x,y)eR?: |y| <(1—|x|)3 |x|]<1}; calcolare

I:= JJ (ex tany — |x|)dxdy.
D

a) Disegnare I'insieme D nel foglio

b) scrivere il risultato finale dell’integrale.

I=

2) Calcolare il volume del tronco di cono E := {(x,y,2) € R3 : {/x2+y?2 <z <

1}. Inoltre se p(x,y, z) = z e la funzione densita, calcolarne la massa e |l

baricentro.
a) V= M=
b) XG = Y = ZG =

3) Calcolare I = f+aD(sinx—xy)dx+ (ey2 — y)dy, dove D e la porzione di piano
che si trova nel primo quadrante ed & delimitata da y = 2x — x2 e dalla retta

y=1.

a) D=

b) I=
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Esonero 27 Aprile 2026 C

Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste
1) Sia D= {(x,y) € R?: |y| < (Ix|]—1)?, |x| < 1}; calcolare

I:= fj (sinxtany+ |x|)dxdy.
D

a) Disegnare I'insieme D nel foglio

b) scrivere il risultato finale dell’integrale.

I=

2) Calcolare il volume del tronco di paraboloide E := {(x,y,2) e R3: x2+y? <z <

1}. Inoltre se p(x, y, z) = 1 —z € la funzione densita, calcolarne la massa e il

baricentro.
a) V = M =
b) XG = Ye = ZG =

3) Calcolare I = f+aD(xy + cosx)dx + (arctany — y)dy, dove D e la porzione di
piano che si trova nel primo quadrante ed & delimitata da y = x? e dalla

rettay=1.

a) D =

b) I=
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Esonero 27 Aprile 2026 D

Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste
1) SiaD:={(x,y) €R?: |y|<(1—|x])3 |x]|<1}; calcolare
I:= ff (In(x2 +1)tany — |x|)dxdy.
D

a) Disegnare I'insieme D nel foglio

b) scrivere il risultato finale dell’integrale.

I=

2) Calcolare il volume del tronco di cono E := {(x,y,2) e R3: {/x2+y2 <z<1}.

Inoltre se p(x,y,z) = 1 —z & la funzione densita, calcolarne la massa e il

baricentro.
a) V = M =

3) CalcolareI = f+aD(In(1 + x2)—xy)dx + (cos(y + 1)—y)dy, dove D & la porzione
di piano che si trova nel primo quadrante ed & delimitata da y = 2x—x? e

dalla retta y = 1.

a) D =

b) I=
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Esonero 27 Aprile 2026 A

Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni e tutti i passaggi. Relativamente all’eser-

Cizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste
1) Sia D= {(x,y) € R?: |y| < (Ix|—1)?, |x| < 1}; calcolare

I:= JJ (cosxtany+ le)dxdy.
D

a) Disegnare I'insieme D nel foglio

b) scrivere il risultato finale dell’integrale.

I=1/3

2) Calcolare il volume del tronco di paraboloide E := {(x,y,z) €e R3 : x2 + y2 <

z<1}. Inoltre se p(x, y, z) = z e la funzione densita, calcolarne la massa e il

baricentro.
a) V=m/2 M=m/3
b) Xg=0 yg=0 zZc = 3/4

3) Calcolarel = f+aD(xy+ eX)dx+ (In(y2+1)—y)dy, dove D & la porzione di piano
che si trova nel primo quadrante ed é delimitata da y = x? e dallarettay = 1.

a) D={(x,y)eR2:0<y<1,0<x< /y}

b) I=-1/4
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Esonero 27 Aprile 2026 B

Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste
1) SiaD:={(x,y)eR?: |y| <(1—|x|)3 |x|]<1}; calcolare

I:= JJ (ex tany — |x|)dxdy.
D

a) Disegnare I'insieme D nel foglio

b) scrivere il risultato finale dell’integrale.

I=-1/5

2) Calcolare il volume del tronco di cono E := {(x,y,2) € R3 : {/x2+y?2 <z <

1}. Inoltre se p(x,y, z) = z e la funzione densita, calcolarne la massa e |l

baricentro.
a) V=mn/3 M=mn/4
b) Xg=0 yg=0 zc =4/5

3) Calcolare I = f+aD(sinx—xy)dx+ (ey2 — y)dy, dove D e la porzione di piano
che si trova nel primo quadrante ed & delimitata da y = 2x — x2 e dalla retta

y=1.

a) D={(x,y)eR2:0<x<1,2x—x2<y<1}

b) I1=1/12
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Esonero 27 Aprile 2026 C

Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste
1) Sia D= {(x,y) € R?: |y| < (Ix|]—1)?, |x| < 1}; calcolare

I:= fj (sinxtany+ |x|)dxdy.
D

a) Disegnare I'insieme D nel foglio

b) scrivere il risultato finale dell’integrale.

I=1/3

2) Calcolare il volume del tronco di paraboloide E := {(x,y,2) e R3: x2+y? <z <

1}. Inoltre se p(x, y, z) = 1 —z € la funzione densita, calcolarne la massa e il

baricentro.
a) V=m/2 M=m1/6
b) Xg=0 yG=0 zc=1/2

3) Calcolare I = f+aD(xy + cosx)dx + (arctany — y)dy, dove D e la porzione di
piano che si trova nel primo quadrante ed & delimitata da y = x? e dalla

rettay=1.

a) D={(x,y)eR?2:0<y<1,0<x</y}

b) I=-1/4
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Esonero 27 Aprile 2026 D

Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Svolgere gli esercizi con le motivazioni ed tutti i passaggi. Relativamente all’e-

sercizio 2 nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste
1) SiaD:={(x,y) €R?: |y|<(1—|x])3 |x]|<1}; calcolare
I:= ff (In(x2 +1)tany — |x|)dxdy.
D

a) Disegnare I'insieme D nel foglio

b) scrivere il risultato finale dell’integrale.

I=-1/5

2) Calcolare il volume del tronco di cono E := {(x,y,2) e R3: {/x2+y2 <z<1}.

Inoltre se p(x,y,z) = 1 —z & la funzione densita, calcolarne la massa e il

baricentro.
a) V=mn/3 M=m/12
b) Xg=0 yG=O Zc = 3/5

3) CalcolareI = f+aD(In(1 + x2)—xy)dx + (cos(y + 1)—y)dy, dove D & la porzione
di piano che si trova nel primo quadrante ed & delimitata da y = 2x—x? e

dalla retta y = 1.

a) D={(x,y)eR?:0<x<1,2x—x?<y<1}

b) I=1/12
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Cenni di svolgimento

1A,1C) Svolgimento L'insieme D = {(x,y) e R? : |y| < (]x|—1)%, |x|] <1} &

y-semplice e per ogni x € [—1, 1] si ha
—(Ix|—1)* <y < (Ix| - 1)%
La funzione integranda f e continua in D, infatti per ogni x e [—1, 1]:
i1
0<lyl<(x|-1)*<1< =

Applicando le formule di riduzione ’'integrale diventa

1 ,(Ix]-1)?
I = f f (cosxtany + |x|) dy dx
—1J=(xI-1)?

1 (Ix]-1)? 1 (Ix]-1)?
[I=f COS X f tanydy dx+f || f dy |dx.
-1 —(Ix|-1y2 -1 —(Ix|-1y2

La funzione tany e dispari, quindi

a
f tanydy =0.

—a

Dunque il primo termine € nullo. Nel calcolo del secondo addendo osservia-

mo che

(IXI—1)2
J dy = 2(|x| - 1)?,
—(Ix|-1)?

quindi
1 1
I=J |x|-2(|x|—1)2dx:2J Ix|(]x| — 1)? dx.
-1 -1
Per simmetria:
1 1
I = 4J x(x—l)zdx.=4f (4x3 —8x% + 4x)dx =
0 0

8 1
= [x4— —x3 4+ 2x2](1) =3

Il disegno dell’insieme D e il seguente:
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y

Comandi maple per ottenere la figura:

with(plots):
pl := plot((abs(x)-1)"2, x=-1..1, color=blue):
p2 := plot(-(abs(x)-1)"2, x=-1..1, color=blue):

regionplot(abs(y) <= (abs(x)-1)"2 and abs(x)<=1, x=-1..1, y=-1..1);

L'esercizio 1C da la stessa figura e lo stesso risultato, in quanto le inte-
grande differiscono solo per un fattore contenuto nel primo addendo che da

contributo nullo.

1B, 1D) Il dominio e
D={(xy)eR?: |yl<(1—1Ix]) IxI<1}.

Il dominio e simmetrico rispetto all’asse y e all’asse x. La frontiera & com-

posta da quattro curve:
y=(1-x)?, 0<x<1,

y=1+x)3 -1<x<0,
Fr(D) :={
y=—(1—-x)3, 0<x<1,

y=—(1+x)? -1<x<0.



Analisi Matematica II - A.A. 2025/2026 - CdS Ingegneria Civile e Meccanica

La funzione integranda & continua in D, quindi I'integrale si scrive come

1 (-xn?
I = J J (eXtany —|x|) dy dx =
-1J-(1-x])?
1

(1—IxD3 1 (1—IxD3
J e* J tanydy dx—J || J dy |dx.
-1 —(1—Ix))? -1 —(1—Ix)?

La funzione tany e dispari, quindi per ogni a > 0:

a
f tanydy = 0.
—a
Dunque il primo termine e nullo. Nel calcolo del secondo addendo osservia-
mo che
(1-IxD?
J dy =2(1—|x])3.
—(1-IxD?3
Quindi
1 1
I = —f Ix|-2(1—|x])? dx = —ZJ Ix|(1—|x])3 dx. =

1 1 1
= —4J x(1—x)3dx=—4J (x—3x2+3x3—x4)dx=—§.
0 0

Il disegno dell’insieme D e il seguente:

y=(1+x)3 =(1—x)3

Comandi maple per ottenere la figura:
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with(plots):

pl := plot((1l-abs(x))”3, x=-1..1, color=blue):

p2 := plot(-(l-abs(x))”3, x=-1..1, color=blue):

regionplot(abs(y) <= (1l-abs(x))”3 and abs(x)<=1, x=-1..1, y=-1..1,);

L'esercizio 1D da la stessa figura e lo stesso risultato, in quanto le inte-
grande differiscono solo per un fattore contenuto nel primo addendo che da

contributo nullo.

2A) Sivuole calcolare il volume del solido compreso tra: il paraboloide z = x2+y?,
e il piano z=1.
E={(x,y,2)eR3: x?+y2<z<1}.
La proiezione sul piano xy di E si ottiene imponendo x2 + y2 < 1.

Il volume e

1
vV = Jff 1dv=ff f dzdxdy=JJ 1—(x?+ y?)dxdy.
E x2+y2<1 Jx2+y? x2+y2<1

Poniamo

X=rcosf, y=rsinf, dxdy=rdrdé.

Il dominio diventa: 0<r<1, 0<6<2m Quindi

2n 1

f J(l—rz)rdrd6=( )( r—r3)dr)=
T
-2

2 Al
= 2m (r—r3)dr—2n R
2 4 |,

4

Si supponga ora che la densita sia p(x, y, z) = z. La massa &

2n 1,1 2n ;112 1
ffj zdxdydz=J ffzrdzdrd9=J f [—} rdrdo
o Jo Jr o JolL2]-
2n 21 1
=f J rdrdG——f dGJ (r—r>)dr
0 0

(1 1) T
= — 21| ———| =n1|———=|=—.
2 2 6 |, 2 6 3

M
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Per simmetria si ha: x6 =0, ys=0.

1 3 2m 1l 3 f2m f1l7 53 1
7z = —fffzzdv=—f ffzzrdzdrd9=—f f [—} rdrde
0 3 r
27 2T
— f f rdrdG— J def (r—r")dr
-]
3 2 0
1 1
()3
2 8

2B) Si vuole calcolare il volume del solido compreso tra: il cono z = y/x2 +y2, e

8
3
T4

il piano z=1.
E={(x,y,2)eR3: {/x2+y?2<z<1}.

La proiezione sul piano xy di E si ottiene imponendo x2 + y2 < 1. Il volume &

1L
V= 3 Si supponga ora che la densita sia p(x, y, z) = z. La massa e

M o= wzdv
J
r2n 271 2 1
= f f zrdzdrd6 = f J [—] rdrd@
r‘ZT[
= J(———)rdrde J f(———)drde
Jo Jo \2
_ r2 rt 1
- "[Z_E] (___) 4
Per simmetria: x6 =0, ys=0.
21
Zc = —fffz dv =— f sz rdzdrd6
2n 3 1 21
L[ et [ (35 e
(555, =5
= — 211[ ——— |dr=8{——-—— —.
T o \3 3 6 15 5

Q
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T
2C) L'insieme E & lo stesso dell’esercizio 2A), quindi Il volume e V = 5 Si

supponga ora che la densita sia p(x,y,z) =1—z. La massa e

2m 1 p1
ffj(l—z)dxdydz:f J J (1—2)rdzdrdé
0 0 Jr2
2n
= f f [z——] rdrdf
2m 2n 1
f f (——r +—>rdrd9 J f (——r +—)drd9
o Jo
[r ré rG] 1 1 i
=J go| - T =2n(___+_)=_,
0 4 4 12, 4 4 12 6
Per simmetria si ha: xg =0, yc=
2m
Zc = —Jff z(l—2)dvV =— f J f z(1—2z)rdzdrd6
2m 27 Z2
= J J J (z—2?)rdzdrd6 = — J f [———] rdrdo
2m 2m r5 r7
= f f(—————+—)rdrd6— f f(—r——+—)drd9
3 3

roé r8 1 _ 6 1
I s ° on (___ _) L
T Jo 12 12 24 o 12 12 24 2

T
2D) L'insieme E & lo stesso dell’esercizio 2B), quindi Il volume & V = 3 Si

M

supponga ora che la densita sia p(x,y,z) =1—z. La massa e

2n
JJJ(I z)dxdydz = f J J (l—2z)rdzdrde
2n 2n
f J [z——] rdrdeé = f f (——r+ ?)rdrde
27 3 2m R B b .
f H__rz+_)drde=J de[___+_] -
o Jo \2 2 0 4 3 81, 12

Per simmetria si ha: xg =0, ys=0.

M
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1 12 21 1 1
7z = —J” z(1—z)dV=—J f J (z—z®)rdzdrde
21 2 21 3
= J J [?——] rdrde_—J J (———+—)rdrd9
21 1

r r3 r4 r* rd
= Ll D arde=22on| 20
6 2 3 n 12° 8 15|,

vl W

3) Se D & un dominio regolare di RZ2 e P, Q € C1(D), allora per le formule di Green,

§ roxron=[[ (2= o

3A), 3C) D ¢& la regione nel primo quadrante delimitata dalla parabola y = x? e

si ottiene

dalla retta y = 1. La regione D € un dominio regolare rispetto all’asse y,
infatti D= {(x,y)€R?:0<y <1,0<x< ,/y}. Le funzioni integrande

3A) P(x,y)=xy+eX, Q(x,y)=In(y?+1)—y;
3C) P(x,y)=xy+cosx, Q(x,y)=arctany—y

sono di classe C1(D), dunque,

20 oP
— =0, —=x
dX ay
© Q
0 oP
— ——=0—x=—X.
X oy
Percio,

1 JY 1 [x2 JY
I = —Jf xdxdy=—f J xdxdy=—f [—] dy =
D y=0 Jx=0 y=o0l 2 |

lyd 1 1d 1
- Jozy_ 2foyy_ 4

3B), 3D) D é laregione nel primo quadrante delimitata dalla parabola y = 2x—x?
e dalla retta y = 1. La regione D € un dominio regolare rispetto all’asse x,

infattiD = {(x,y) eR2:0<x <1, 2x—x2 <y < 1}. Le funzioni integrande
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3B) P(x,y) =sinx—Xxy, Q(x,y)=ey2—y.;
3D) P(x,y)=In(1+x%)—xy, Q(x,y)=cos(y+1)—y

sono di classe C1(D), dunque,

00 oP
— =0, —=-—x.
9X dy
Quindi
oQ oP
——=—=0—-(—Xx)=x.
X ay
Pertanto
1 1
I = ff xdxdy=J J xdy dx;
D x=0 J y=2x—x2
1
J xdy = x[y]_, _.=x(1—(2x—x%))=x(1—2x+x%) =x>—2x? +X;
y=2x—x2 y=
L, x* 23 x21t 1 2 1
I = xX=-2x"+x)dx=|———+ — | =——=—+ = —
0 4 3 21, 4 3 12
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Esonero 25 Maggio 2026 A

Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Nei riguadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Calcolare

esiny 2 2xy .
L :=J + - Jdx + (x + ——— + cosy e Inx)dy,
v X 1+ x2y*4 1+ x2y*4

dove v e la curva chiusa composta da:

Y1: Yy =2+4COSX,

N3

I
<x<m, Y2:y=3—-X, HZXZE'
A

a) w é esatta? si

b) L=

2) Calcolare

j:=J(y+z)ds, S={x*+y?=1,0<z<1, y>0}.
S

3) Sia dato il campo vettoriale F(x, y, z) = (—y, x, z%) e sia % la superficie laterale

del cilindro

x*+y*=1, 0<z<1,

orientata con normale uscente.

a) F éirrotazionale? @

b) Calcolare

[<(Vx F)-nedS =




Analisi Matematica II - A.A. 2025/2026 - CdS Ingegneria Civile e Meccanica

c) Scrivere la normale esterna alla superficie laterale del cilindro.

ne=

4) Si consideri la serie di funzioni

+z‘°( 1) nx"
o 1+n2x2’

a) Converge puntualmente in

b) Converge assolutamente in

c¢) Converge totalmente in ogni intervallo del tipo

[—a,a],0<a<1? @




Analisi Matematica II - A.A. 2025/2026 - CdS Ingegneria Civile e Meccanica

Esonero 25 Maggio 2026 B

Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Nei riguadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Calcolare

ecosy 2 2x
L;:J ( + y2 4)dx+(x+—}2/—sinyecosylnx)dy,
yooX 1+ x2y 1+ x2y4

dove v e la curva chiusa composta da:

_ s 2 T
Y1:y=1l+4+sinx, m>x>—, Y2:y=3——X =-—<X<T.
2 m 2
a) w & esatta? |Si| INO|
b) L=

2) Calcolare

ffzds, S={x?+y?=9,0<z<2, x>0}.
s

3) Si consideri il campo vettoriale
F(x,y,z)=(—yz0,0)
e la superficie laterale del cilindro ellittico
¥ x?+2z2=1, 0<y<l,

orientata con normale uscente.

a) F eirrotazionale?
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b) Scrivere una parametrizzazione della superficie laterale del cilindro ellit-

tico.

c) Calcolare il flusso uscente

J(Vx F)-nedS =
b

4) Si consideri la serie di funzioni

+00 n2 n
1)
;( ) 1+ n3x?
a) Converge per x =—17
b) Converge puntualmente in

c) Converge uniformemente in
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Esonero 25 Maggio 2026 C

Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Calcolare

esiny 2 2X )
L:=f( + y2 4)dx+(x+%+cosye5'”ylnx)dy,
v X 1+ x4y 1+ x°y

dove v € la curva chiusa composta da:

Y1: Y =2+C0SX, <x<m, Y2:y=3——X, MT=2X2>
T

NI
NI

a) w e esatta?

b) L=

2) Calcolare il seguente integrale di superficie:

j;=Jyd5, S={(x,y,2)eR®|x?+y?>=9,0<z<1, y>0}.
S

3) Sia dato il campo vettoriale F(x, y, z) = (—y, x, z2) e sia Z la superficie laterale
del cilindro

+y =1 0<Lz<1,

orientata con normale uscente.

a) Calcolare

VxF=
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b) Il campo F & conservativo in R3?

c) Calcolare

JF-dr:
¥

dove y e la circonferenza inferiore del cilindro, cioe il bordo della base

z =0, percorsa in senso antiorario rispetto all’asse z.

4) Si consideri la serie di funzioni

n

+Z°°( 1) nx
~ 1+ n2x2’

a) Converge per [x| > 17

b)

c)

Converge assolutamente in

Converge uniformemente in
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Esonero 25 Maggio 2026 D

Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Nei riguadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Calcolare

ecosy 2 2x
L;:J ( + y2 4)dx+(x+—}2/—sinyecosylnx)dy,
yooX 1+ x2y 1+ x2y4

dove v e la curva chiusa composta da:

[ 2 7

Y1:y=1l+4+sinx, m>x>—, Y2:y=3——X =-—<X<T.
2 T 2

a) w é esatta?

b) L=

2) Calcolare

j::des, S={x’+y?’=4,0<z<2, y>0}.
S

3) Si consideri il campo vettoriale
F(x,y,z2)=(—yz 0,0)
e la superficie laterale del cilindro ellittico
T x2+22°=1, 0<y<1,

orientata con normale uscente.

a) Il campo F & conservativo in R3?
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b) Scrivere la normale esterna alla superficie laterale del cilindro.

c) C

ne=

alcolare

fYF-dr=

dove v e l'ellisse alla base y = 0, cioe il bordo della sezione ellittica

x?+2z°=1, y=0,

percorsa in senso antiorario guardando nella direzione positiva dell’asse

y.

4) Si consideri la serie di funzioni

a)

b)

+00 n2xn
—1) .
;( ) 1+ n3x2

Converge assolutamente in

Converge puntualmente in

c¢) Converge totalmente in ogni intervallo del tipo [—a,a], 0 <a < 17
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Esonero 25 Maggio 2026 A

Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Nei riguadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Calcolare

esiny 2 2xy .
L :=J + - Jdx + (x + ——— + cosy e Inx)dy,
v X 1+ x2y*4 1+ x2y*4

dove v e la curva chiusa composta da:

Y1: Yy =2+4COSX,

a) w e esatta?

b) L=1-—m/4

N3

L
<x<m, Y2:y=3——X, nzxzz.
1

2) Calcolare

j:=f(y+z)d5, S={x’+y*>=1,0<z<1, y>0}.
s

J=2+m/2

3) Sia dato il campo vettoriale F(x, y, z) = (—y, x, z2) e sia Z la superficie laterale

del cilindro

x’+y?=1, 0<z<1,
orientata con normale uscente.

a) F eirrotazionale?

b) Calcolare

[(VxF)-nedS=0
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c) Scrivere la normale esterna alla superficie laterale del cilindro.

ne =(cos,sing, 0)

4) Si consideri la serie di funzioni

+z‘° nx"
-1)"——=-.
= 1+ n?x?
a) Converge puntualmente in (—1, 1]
b) Converge assolutamente in (—1, 1)

c¢) Converge totalmente in ogni intervallo del tipo

[—a,a],0<a<1? @
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Esonero 25 Maggio 2026 B

Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Nei riguadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Calcolare

ecosy 2 2x
L;:J ( + y2 4)dx+(x+—}2/—sinyecosylnx)dy,
yooX 1+ x2y 1+ x2y4

dove v e la curva chiusa composta da:

[ 2 7

Y1:y=1l+4+sinx, m>x>—, Y2:y=3——X =-—<X<T.
2 T 2

a) w e esatta?

b) L=1-—m/4

2) Calcolare
” zdS, S={x’+y?*=9,0<z<2, x>0}.
S

Jj=6n

3) Si consideri il campo vettoriale
F(x,y,2)=(—yz 0,0)
e la superficie laterale del cilindro ellittico
T x2+2z2°=1, 0<y<1,

orientata con normale uscente.

a) F eirrotazionale?
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b) Scrivere una parametrizzazione della superficie laterale del cilindro ellit-

tico.

(6, y) = (cosb,y,sin6/¥2), (6,y)€[0,2n] x[0,1]

c) Calcolare il flusso uscente

J(Vx F)-n.dS=m/2
z

4) Si consideri la serie di funzioni

+ 00 nZXn
1)
;( ) 1+ n3x?

a) Converge per x =—17

b) Converge puntualmente in (—1, 1]

c) Converge uniformemente in[—a,a], a<1
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Esonero 25 Maggio 2026 C

Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Calcolare

esiny 2 2X )
L:=f( + y2 4)dx+(x+%+cosye5'”ylnx)dy,
v X 1+ x4y 1+ x°y

dove v € la curva chiusa composta da:

Y1: Y =2+C0SX,

a) w & esatta?

b) L=1-—m/4

<x<m, Y2:y=3——X, MT=2X2>
T

NI
NI

2) Calcolare il seguente integrale di superficie:

ﬁ:Jde S={(x,y,2)eR®|x?+y?>=9,0<z<1, y>0}.
S

/=18

3) Sia dato il campo vettoriale F(x, y, z) = (—y, x, z2) e sia = la superficie laterale

del cilindro

x2+y?2=1, 0<z<1,

orientata con normale uscente.

a) Calcolare

VxF=(0,0,2)

b) 1l campo F & conservativo in R3?
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c) Calcolare

JF-dr:Zn
¥

dove y e la circonferenza inferiore del cilindro, cioe il bordo della base

z =0, percorsa in senso antiorario rispetto all’asse z.

4) Si consideri la serie di funzioni

Sy
o 1+ n2x?’

a) Converge per |x| > 1?

b)

c)

Converge assolutamente in (—1, 1)

Converge uniformemente in[—a,a], a<1
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Esonero 25 Maggio 2026 D

Meccanica| | iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Nei riguadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Calcolare

ecosy 2 2x
L;:J ( + y2 4)dx+(x+—}2/—sinyecosylnx)dy,
yooX 1+ x2y 1+ x2y4

dove v e la curva chiusa composta da:

[ 2 7

Y1:y=1l+4+sinx, m>x>—, Y2:y=3——X =-—<X<T.
2 T 2

a) w e esatta?

b) L=1-—m/4

2) Calcolare

j::des, S={x?+y?’=4,0<z<2, y>0}.
S

J=0

3) Si consideri il campo vettoriale
F(x,y,2)=(—yz 0,0)
e la superficie laterale del cilindro ellittico
T x2+2z2°=1, 0<y<1,
orientata con normale uscente.

a) Il campo F & conservativo in R3?[No]
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b) Scrivere la normale esterna alla superficie laterale del cilindro.

ne = (%2, 0, sin 0)/1/ <257 + sin? 0

c) Calcolare

J,F-dr=0

dove v e l'ellisse alla base y = 0, cioe il bordo della sezione ellittica
x?+2z°=1, y=0,

percorsa in senso antiorario guardando nella direzione positiva dell’asse

y.

4) Si consideri la serie di funzioni

+00 n2xn
-1 —.
;( ) 1+ n3x2

a) Converge assolutamente in (—1, 1)

b) Converge puntualmente in (—1, 1]

c¢) Converge totalmente in ogni intervallo del tipo [—a,a], 0 <a < 17
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Cenni di svolgimento

1A) 1C) Poniamo:

esiny y2 2Xy _
w = + + X+ ————+cosye’™Inx|dy,
X 1+x2y4) ( 1+ x2y4 4 Jay
W = W1+ Wy,
esiny y2 2xy .
W, = + ax + + cosye®Inx)dy,
! X 1+x2y4) (1+x2y4 y ) y
w2 = xdy.
Poniamo:
esiny y2 zxy .
P(x, y) = + , X,¥)=———+cosye>"Y|nx.
(x,y) x T Tixzye Q(x,y) 1+ x2y y

P, Q € C1(A), con A=R"* x R, Si verifica:
P 00
ay  ax’

quindi w1 € chiusa e dungque esatta perché A € semplicemente connesso,

Jw1=0.
v

Complessivamente, w non e esatta. Rimane:

L:dey:J xdy+J xdy.
Y Y1 Y2

dunque :

Parametrizziamo y1:

<t<m dy=-sintdt.

N3

Quindi:

T s
f xdy=f t(—sint)dt:—f tsintdt.
Y1 /2 /2

Integrando per parti:

Jtsintdt = —tcost+Jcostdt=—tcost+sint,
m T

—J tsintdt = —[—tcost+sint] =—(nm—1)=1-—m.
2 /2
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Parametrizziamo la >

X =t, T
Xen=2t>—, dy=-——dt.
y=3——t 2 m
Quindi:
/2 2 2 /2 2 i
f xdy = J x(——)dx=——J X dx =—J x dx.
Y2 i T[ T Jr T[ /2
2[x2]1T 1( 5 nz) 1 37?2 371
= —| — =\ TN | =/ = —
m| 2 w2 4 m 4 4
T
L=J xdy+f xdy=(1-n)+ —=1——.
Y1 Y2 4
1B) 1D) Calcolare
ecosy 2xy
L:= ax + | x + —sinye®YInx)dy,
| (G Tyt (o o —sinye® inx)ay

dove v e la curva chiusa composta da:

. 1 2 T
Yi:y=1l+sinx, m=>2x2=>—, Y2:y=3——X,—<X<T.
2 T 2
La curva v € chiusa e generalmente regolare. Poniamo:
ecosy y2 2Xy
w = dx + (x + —siny e Y Inx)dy;
(5 T+ e T —siny )ay
w = w1+ wy,
ecosy y2 zxy
wy = dx+|——=——sinye*YInx|dy,
! X 1+x2y4) (1+x2y4 Y ) Y
w2 = xdy.
Poniamo:
cosy y2 2Xy
P(x,y) = + , Q(x,y)=————sinye®YInx.
(x.y) X 1+ x2y4 (x.y) 1+ x2y4 4

P,Q € C1(A), con A =R* x R, inoltre

9 [ ecosy —siny ecosy
E( % ) - x
3 y? 2y(1+x2y*) —y2(4x2y3) 2y —2x2y°
E(Tny“) } (1+x2y%)? Ty
oP —sinyecwoosy 2y —2x2y>
y x (L+x2y4)?’
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a( 2xy ) 2y(1+ x2y*)—2xy(2xy?) 2y —2x2y°>

ax \ 1+ x2y* (1 + x2y*)? T (1+x2yH)?’
0 : _ 1 40
—(—sinye®¥Inx) = —sinye®©sy.— —
aX X ax
00 —sinye®©sy 2y —2x2y>
X X (1+X2y4)2'
Pertanto:
P 0Q
ay  ax’

Quindi w1 € chiusa. Poiché A e una regione priva di buchi allora € semplice-

mente connessa e quindi w; € esatta. Ne segue:

f&)1=0.
v

Complessivamente, w non & esatta. Rimane:

L=fxdy=f xdy+f xdy
Y Y1 Y2

Yi1:y=1+sinx, m> x> —, dy=cosxdx

/2
f xdy=J X COS x dx
Y1 s

Integrando per parti si ottiene:

N3

fxcosxdx = XSinX+ Ccosx

/2 , 2 T
xcosxdx = [xsmx+cosx] =+1+E
T
s

2 [ 5
Y2:y=3——X, ESXST[, dy =—2dx
I

s 2 2 T
f xdy f x(——)dx=——J X dx
Y2 /2 n T Jn2
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2A) Parametrizzazione:

X =cost, y=sint, z=u.

lloe x @ull = 1.

1 T 1
T
J(y+z)d5 = f J (sint+u)dtdu.=J 2+ mu)du=2+ —.
s o Jo 0 2
2B) Parametrizzazione:
, T T
x=3cost, y=3sint, z=u, (t,u)e[—i,i]x[O,Z].

e x @ull = 3.

2 g 2 4
ff zdS = f f u-3dtdu=3f u-mdu=3mT-— =6T.
S o J-1 0 2
2

2C) La superficie & la meta del cilindro di raggio 3 compresatraz=0e z= 1.

Una parametrizzazione e:

X =3cost
o(t,u)=1{y=3sint (t,u)e[0,m] x[0,1].

z=u
Calcoliamo le derivate:
¢t =(—3sint, 3cost, 0), ¢,=(0,0,1).

Il prodotto vettoriale:

i j k
@t x ¢y =|—3sint 3cost 0|=(3cost, 3sint, 0).
0 0 1

La norma e: ||@t x @yl = 3. Quindi: dS = 3dtdu. L'integrale diventa:

1 prm 1 T
Jde = J f (35int)-3dtdu=9J (J sintdt)du.
S 0o Jo 0 0
1
9

J 2du=18.
0
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2D) Parametrizzazione:
x=2cost, y=2sint, z=u, (t,u)e[0,m]x[O0,2].

e x @ull = 2.

2 prm 2 m
de5=f f (2cost)-2dtdu=4f (J costdt)du=0.
S 0 Jo 0o \Jo

3A) 3C) FeCY(R3),

[
— d d 0| —
VxF=|2 2 21-(0,0,2)
-y X Zz

Parametrizzazione della superficie:

®(6,2) =(cosH,sinb,z), (6,z)eD:=[0,2n]x[0,1], &< C?(D).

La normale esterna é data da:

i j Kk
N.=|—sin® cosO 0|=(cosHh,siné,0), Inell = 1.
0 0 1

(VxF)-ne=(0,0,2)-(cosH,sinb,0)=0.

Quindi il flusso del rotore di F uscente da X e nullo.
Proviamolo anche facendo uso del Teorema di Stokes: % e una superficie di

classe C?, regolare, orientata e con bordo.

La frontiera di D e data da:

{(t,0), 0<t<2n}u{(2mt), 0<z<L1}U

{(t,1), 2n>t=>0}u{(0,2), 1=>z=>0}.
Il bordo di £ (8Z) & pertanto composto da quattro curve regolari:

e (circonferenza inferiore, z=0) Co, parametrizzata da:

Yo(t) = (cost,sint,0), 0<Lt<2m, yg(t) = (—sint, cost, 0)
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e (generatrice verticale; t = 2m) V3, parametrizzata da:
51(2)=(1,0,2), 0<z<1, 5’1(z)=(0, 0,1)

e z=1 (circonferenza superiore) C;, parametrizzata da:

Y1(t) = (cost,sint, 1), 2m>t>0, y’l(t) = (—sint, cost, 0)
e (generatrice verticale; t = 0) V, parametrizzata da:
5(2)=(1,0,2), 12220, &,(2)=(0,0,1)

Quindi, per il Teorema di Stokes, posto w := —ydx + xdy + z2dz,

J(VxF)-nedS=f F-dr=f w+f w+f w+J w
> ox Cy Co Vi V>

F(yo(t)) . 76 =(—sint,cost, 0)-((—sint,cost,0)=1=

w= dt
Jco 0
F(51(z)) Y, =(0,1, 22) (0,0,1)=2*=>
1
W= f Z2dz =
Jv; 0

n

(yl(t)) 71 = (—sm t,cost,1)-((—sint,cost,0)=1=

r 0
w J dt=-27
Jo 21

F(62(2))- v, = (0, 1,z%)-(0,0,1)=2°> =

0 1
J w=J z2dz=——.
V> 1 3

In particolare possiamo osservare che i due tratti verticali sono uguali ma

percorsi in verso opposto. Sommando tutti gli addendi si ottiene

J F-dr=0
o

3B) 3D) F € C1(R3),

Iyt

VxF= = (0, -y, 2).

Rlo ~4
© o -4
O Rle
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Parametrizzazione della superficie:

®(0,y) = (cose, y, %) (6,y)eD:=[0,2n] x[0,1], &< C?(D).

La normale esterna, comprensiva del fattore d’'area, € data da:

i i Kk
ds=4¢ ® 0 1 0 (COSGO '6)
n = X = =|———0,SsIn .
) ’ ’ . cos 6 ﬁ
—sing 0 Vel
Allora
(V x F)(2(6, y)) (o Sine)
X , - y = Y
y y ol
e

U % F) (0 o x & _(0 sine) (coseo _e)_sinze
(Vx F)(2(6,y))-(®y x g)=|0,—y, 75 )5 0sing ==

Quindi

J(V F) das J1J2"sin26d9d fl " d "
X ‘n = = R = —,
. e oo 2 T RYT A

Quindi il flusso del rotore di F uscenteda X e

U
F . edS:_.
JZ(VX )-n 7

Proviamolo anche facendo uso del Teorema di Stokes: % e una superficie di
classe C?, regolare, orientata e con bordo.

La frontiera di D e data da:
{(t,0), 2n=t=0}u{(0,y), O<y<1}u
{(t,1), 0<st<2m}u{(2my), 1=y =0},

Il bordo di £ (%) e pertanto composto da quattro curve regolari:

e (ellisse inferiore, y = 0) Co, parametrizzata da:

()( ) ( 7 O, i ) 2” > t > O, "0( ) ( [ ’ O, )
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e (generatrice verticale; t = 0) Vi1, parametrizzata da:
61(¥)=(1,50), 0<y<1,  &§(y)=(010).

e (ellisse superiore, y = 1) C1, parametrizzata da:

©=(cost 1.5, ostsan ro=(-sint0 )
=|cost, 1, —— |, <t<2m, =|—sint,0, .
Y1 ol Y1 ol
e (generatrice verticale; t = 2m) V;, parametrizzata da:
62(y)=(1,50), 1=2y=0, &(y)=(0,1,0).
Quindi, per il Teorema di Stokes, posto w :=—yzdx,
J(VxF)-ned5=J F-dr=f w+f w+f w+f w.
> X Co Vi C1 V2
F(vo(t))-v.(t)=(0,0,0) ( sint, 0 cost)_O:
0 0 - ’ ’ ’ ’ ﬁ -
-
w=0,
JCO
F(61(y))-67(y)=(0,0,0)-(0,1,0)=0=
-
J w=0,
Vi
FOra () -7 (6 ( sint 00) ( o cost) sin’t
. =|———,0,0])-|—sint,0, = =
e 72 )R
f F” sinztdt m
w = = —,
c o V2 V2
F(52(y))-65(y)=(0,0,0)-(0,1,0)=0=
J w=0.
V2
Sommando tutti gli addendi si ottiene
J F-dr=0+0 " 0 "
cdr=04+0+ —=+0=—.
o% V2 V2

Tt
F’ edS:_.
L(vx ) 72
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4A) 4C) Si consideri la serie di funzioni

n

+2‘°( 1) nx
~ 1+n2x2’

Studiamo il termine generale:

n

n
fnx)=(-1) m

Per x =0:

an(0)=0 = la serie converge (somma nulla).

Per x # 0, osserviamo il comportamento asintotico:

nx" nx"  x"—2

1+ n2x? n?x? n

Quindi il termine si comporta come:

Xn—2

an(x) ~ (=1)" P

Se |x| < 1, allora il termine generale € un infinitesimo di ordine maggiore

di a > 1 e quindi la serie converge per il confronto asintotico.

Se |x| > 1, allora il termine generale non tende a zero e quindi la serie

non converge.

e x=1
1
fo(1)=(=1)"—— ~ (-1)"=.
1+n n
Serie a segni alterni che converge per il criterio di Leibniz.
e x=-1
(-1) .
Jn T 1+n2 n

Serie armonica divergente.

’Converge per x € (—1,1] ‘
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Studiamo:
242
o1+ nex
Se |x| < 1:
nx" n|x|"
< =n|x|".
1+ n?x2 1

La serie > n|x|" converge per |x| < 1 e quindi la serie data converge as-

solutamente per il criterio del confronto. Se |x| = 1 la serie data diventa
n
S T =+,
n=114 n2

Convergenza assoluta: (—1, 1)‘

Supponiamo per assurdo che converga uniformemente in ] — 1, 1], allora,
per il Criterio di Cauchy per ogni € > 0 esiste n € N tale che perognin>ne

per ogni p € N risulta

fn(x)+...fn+p(x)’ <e Vxel—-1,1].
Allora
n n+p

+...———<¢
1+ n? 1+ (n+ p)?
n

o0+ - fsp ()| =

lim
x——1*
(0]

n=11+n2
Dunque la convergenza non € nemmeno totale in [—1, 1], questo perché

e questo ci porterebbe a dire che la serie >; converge (assurdo).
non c’e convergenza uniforme in ]—1, 1] e non c’e convergenza assoluta se

x=-—1.

Proviamo che converge totalmente in[—a,a] con0<a < 1. Se |[x|<a<1
risulta:

n|x|" "
[fn()| = 1 <na”=Lp.

+ n?x?
Poiché:
o0
Z Ly < oo,
n=1

allora la serie data converge totalmente e quindi anche uniformemente.

Convergenza uniforme e totale su ogni [—a,a], a < 1. ‘
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4B) 4D) Si consideri la serie:

Sty X
= 1+ n3x?
Denotiamo
2Xn
xX)=(-1)"———.
fol) = (1" ——
x=0

fr(0)=0 = la serie converge.

Siax#0.Se|x|<1
n2|X|n 5
= n<|x|".

fn()l <

Poiché > n?|x|" converge per |x| < 1, segue che la serie converge assoluta-
mente (quindi anche puntualmente).

Se invece |x|>1

nZXn n2|X|n |X|n—2
0l 1+m3x2 - mx2 . n
Il termine generale allora non tende a zero e quindi la serie non converge.
Se x =1 la serie diventa
n2

fa(1)=(=1)"

1
~(—1)"=.
1+n3 =1 n

Serie a segni alterni che converge per il Criterio di Leibnitz.

Sex=-1

a1y = (1 LE ot L
n 1+n3 1+n3 n’

Serie armonica = diverge.

’Convergenza puntuale per x € (—1, 1]. ‘

Studiamo:
n2|x|”

Z Ifn ()| = Zm

Per |x| < 1:
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Per |x| = 1:

quindi diverge.

Convergenza assoluta: (—1,1). |

Supponiamo per assurdo che converga uniformemente in ] —1, 1], allora,
per il Criterio di Cauchy per ogni € > 0 esiste n € N tale che perognin>ne

per ogni p € N risulta

fn(Xx)+ .. .fn+p(x)‘ <g, Vxe]—-1,1].

Allora
n? (n+ p)?

+...———<¢
1+n3 1+ (n+p)3
2

[0+ - ()| =

lim
x——1*

n

[0.0]

n=114n3
Dunqgue la convergenza non € nemmeno totale in [—1,1], questo perché

e questo ci porterebbe a dire che la serie >;

converge (assurdo).

non c’e convergenza uniforme in ]—1, 1] e non c’e convergenza assoluta se
x=-1.

Convergenza totalesu[—a,a],a< 1. Se [x|<a< 1:
o) <n%a"=Ln; > n%a" <o,

allora converge totalmente e quindi uniformemente in ogni [—a,a], 0 <a <
1.
Puntuale: (—1, 1] Assoluta: (—1,1)

Uniforme: suogni[—a,a], a<1 Totale: suogni[—a,a], a<1
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Esonero 26 Maggio 2026 A

Civile[ ] iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ ]

Nome: Cognome Matr.

Nei riguadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Calcolare:

I:=JJJ Z2dxdydz D={(xy,z2)eR3|x*+y’<1—2z 0<z<1}.
D

I=

2) Calcolare il seguente integrale di superficie:

j:=Jde, S={(x,y,2)eR®|x?+y?>=9,0<z<1, y>0}.
s

3) Calcolare

ecosy y2 zxy
L:= + dx+ X+ ——— —sinye®“~YInx)dy,
| (G pigy s (o o —sinye inx)ay

dove v € la curva chiusa composta da:

2 m

Y1:y=1l+4+sinx, m=>2x2>—, 72:y=3——X,ESXST[.
T

a) w e esatta?

b) L=

NI 3

4) Si consideri il campo vettoriale

F(X, )z Z) = (_yzl O, 0)
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e la superficie laterale del cilindro ellittico
> x24+2z°2=1, 0<y<l,

orientata con normale uscente.

a) Il campo F & conservativo in R3?

b) Scrivere la normale esterna alla superficie laterale del cilindro.

ne=

c) Calcolare

fYF-dr=

dove v e l'ellisse alla base y = 0, cioe il bordo della sezione ellittica
x?+2z°=1, y=0,

percorsa in senso antiorario guardando nella direzione positiva dell’asse

y.
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Esonero 26 Maggio 2026 B

Civile[ ] iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ ]

Nome: Cognome Matr.

Nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Calcolare

I:=fff zdxdydz, D={(x,y,2)eR3| x> +y><2—2 0<z<2}
D

I=

2) Calcolare

j:=deS, S={x*+y*=4,0<z<2, y>0}.
s

j:

3) Calcolare

esiny 2 2X )
/_;:f( + y2 4)dx+(x+—}2/+cosye5'”ylnx)dy,
yooX 1+ x%y 1+ x2y4

dove Y € la curva chiusa composta da:

T 2 n
Yi:y=2+cosx, —<X<m, Y2:y=3--X TM2Xx2_.
2 m 2
a) w é esatta?
b) L=

4) Si consideri il campo vettoriale

F(x,y,2) = (=Y, x, Z%)
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e la superficie laterale del cilindro
T xX2+yi=1, 0<z<1,

orientata con normale uscente.

a) Calcolare

VxF=

b) Il campo F & conservativo in R3?

c) Calcolare

fYF-dr=

dove v e la circonferenza inferiore del cilindro, cioe il bordo della

base z= 0, percorsa in senso antiorario rispetto all’asse z.
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Esonero 26 Maggio 2026 C

Civile| ] iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Calcolare

I:=fff Z2dxdydz, D={(x,y,2)eR® x*+y*’<1+2z 0<z<1}
D

I=

2) Calcolare

j:=f(y+z)d5, S={x*+y*=1,0<z<1, y>0}.
s

3) Calcolare

ecosy y2 2Xy
L:= + dx+ | X+ ————sinye Y Inx)dy,
| (o Ty (o s = sinyes inx)ay

dove v € la curva chiusa composta da:

2 ™

Y1:y=1+4sinx, m=>2x2>—, 722y=3——X,ESXST[.
T

a) w e esatta?

N3

b) L=

4) Si consideri il campo vettoriale

F(x,y,z)=(—yz0,0)
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e la superficie laterale del cilindro ellittico
> x24+2z°2=1, 0<y<l,

orientata con normale uscente.

a) F e irrotazionale?

b) Scrivere una parametrizzazione della superficie laterale del cilindro ellit-

tico.

c) Calcolare il flusso uscente

[5(Vx F)-nedS =
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Esonero 26 Maggio 2026 D

Civile[ ] iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ ]

Nome: Cognome Matr.

Nei riguadri vanno riportate solo le risposte richieste
1) Calcolare

I:=JJ (z+1)dxdydz, D={(x,y,2)eR3 |x*+y?’<3—2z 0<z<?2}
D

I=

2) Calcolare
U zdS, S={x’+y?’=9,0<z<2, x>0}.
S

3) Calcolare

esiny 2 2X )
L:=J( + y2 4)dx+(><+%+cosye5”‘ylnx)dy,
v X 1+ x°y 1+ x°y

dove v € la curva chiusa composta da:

m 2 n
Yi:y=2+cC0osX, Z<X<mW  Y2:y=3—-X TW2X>_.
2 m 2
a) w e esatta?

b) L=

4) Si consideri il campo vettoriale
F(x,y,2) = (—y, x, 2%)
e la superficie laterale del cilindro
T x2+y?=1, 0<z<1,

orientata con normale uscente.
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a) F e irrotazionale?

b) Calcolare

[(Vx F)-neds =

¢) Scrivere la normale esterna alla superficie laterale del cilindro.

ne=
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Esonero 26 Maggio 2026 A

Civile[ ] iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ ]

Nome: Cognome Matr.

Nei riguadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Calcolare:

I:=JJJ Z2dxdydz D={(xy,z2)eR3|x*+y’<1—2z 0<z<1}.
D

I=m/12

2) Calcolare il seguente integrale di superficie:

j:=Jde, S={(x,y,2)eR®|x?+y?>=9,0<z<1, y>0}.
s

/=18

3) Calcolare

ecosy y2 zxy
L:= + dx+ X+ ——— —sinye®“~YInx)dy,
| (G pigy s (o o —sinye inx)ay

dove v € la curva chiusa composta da:

2 m

Y1:y=1l+4+sinx, m=>2x2>—, 72:y=3——X,ESXST[.
T

a) w & esatta?

b) L=1-—m/4

NI 3

4) Si consideri il campo vettoriale

F(X, Y, Z) = (_yzl O, O)
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e la superficie laterale del cilindro ellittico
Y x?+2z°=1, 0<y<],
orientata con normale uscente.

a) Il campo F & conservativo in R3?

b) Scrivere la normale esterna alla superficie laterale del cilindro.

Ne = (%, 0, sin 6)/\/% +sin’o

c) Calcolare

J,F-dr=0

dove v e l'ellisse alla base y = 0, cioe il bordo della sezione ellittica
x?+2z°=1, y=0,

percorsa in senso antiorario guardando nella direzione positiva dell’asse

y.
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Esonero 26 Maggio 2026 B

Civile[ ] iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ ]

Nome: Cognome Matr.

Nei riguadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Calcolare

I:=JJJ zdxdydz, D={(x,y,2)eR?| x?+y’<2—2z 0<z<2}
D

I=4m/3

2) Calcolare
j:=deS, S={x*+y*=4,0<z<2, y>0}.
S

3) Calcolare

esiny 2 2x
L:=J( + y2 4)dx+(x+—)2/ ;
v X 1+ x4y 1+ x4y

+ cosyesny Inx)dy,

dove v € la curva chiusa composta da:

A 2

i1
Y1: Yy =2+COSX, ESXST[, Y2:y=3——X, HZXZE'
1

a) w e esatta?

b) L=1—m/4

4) Si consideri il campo vettoriale
F(x,y,2) = (—y, x, 2%)
e la superficie laterale del cilindro
X2 +yi=1, 0<z<1,

orientata con normale uscente.



Analisi Matematica II - A.A. 2025/2026 - CdS Ingegneria Civile e Meccanica

a) Calcolare

VxF=(0,0,2)

b) 1l campo F & conservativo in R3?

c) Calcolare

J,F-dr=2mn

dove v e la circonferenza inferiore del cilindro, cioée il bordo della base

z =0, percorsa in senso antiorario rispetto all’asse z.
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Esonero 26 Maggio 2026 C

Civile| ] iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ |

Nome: Cognome Matr.

Nei riquadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Calcolare

I:=ffj Z2dxdydz, D={(x,y,2)eR3| x*+y’ <142z 0<z<1}
D

I=91/20

2) Calcolare

j:=f(y+z)d5, S={x*+y*=1,0<z<1, y>0}.
s

J=2+1/2

3) Calcolare

ecosy y2 2Xy
L:= + dx+ | X+ ————sinye Y Inx)dy,
| (o Ty (o s = sinyes inx)ay

dove v € la curva chiusa composta da:

2 ™

Y1:y=1+4sinx, m=>2x2>—, 722y=3——X,ESXST[.
T

a) w & esatta?

b) L=1—m/4

N3

4) Si consideri il campo vettoriale

F(x,y,z)=(—yz0,0)
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e la superficie laterale del cilindro ellittico
> x24+2z°2=1, 0<y<l,

orientata con normale uscente.

a) F eirrotazionale?

b) Scrivere una parametrizzazione della superficie laterale del cilindro ellit-

tico.

(6, y) = (cos8,y, *22), (6,y)€[0,2m] x[0,1]

c) Calcolare il flusso uscente

[(VxF)-nedS=m/v2
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Esonero 26 Maggio 2026 D

Civile[ ] iscritto al primo anno di corso BES/DSA[ ]

Nome: Cognome Matr.

Nei riguadri vanno riportate solo le risposte richieste

1) Calcolare

I:=JJ (z+ 1)dxdydz, D={(x,y,2)eR3| x?+y?’<3—2z 0<z<2}
D

I=22mn/3

2) Calcolare
U zdS, S={x’+y*=9,0<z<2, x>0}.
S

J=6m

3) Calcolare

esiny 2 2x
L:=J( + y2 4)dx+(x+—)2/ ;
v X 1+ x4y 1+ x4y

+ cosyesny Inx)dy,

dove v € la curva chiusa composta da:

A 2

i1
Y1: Yy =2+COSX, ESXST[, Y2:y=3——X, HZXZE'
1

a) w e esatta?

b) L=1—m/4

4) Si consideri il campo vettoriale
F(x,y,2) = (—y, x, 2%)
e la superficie laterale del cilindro
X2 +yi=1, 0<z<1,

orientata con normale uscente.
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a) F eirrotazionale?

b) Calcolare

[((Vx F)-nedS=0

¢) Scrivere la normale esterna alla superficie laterale del cilindro.

ne =(cos6,sing, 0)
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Cenni di svolgimento

1A)
JJJ Z2dxdydz, D={(xy,2)eR®|x’+y’°<1l—z 0<z<1}.
D

Fissato z € (0, 1), la sezione é:
D(2)= {0, y) | X* +y*<1—-2z}
cio& un disco di raggio v1—z.
Area(D(2)) =n(1—2)

Quindi:

1 1
J J f Z?dxdydz = J z’dz J J dxdy = J Z’Area(D(z2))dz =
D 0 D(2) 0
1 1 m

f zzn(l—z)dz=nJ1(22—23)dz=n(l——)=_
0 0 3 4) 12

1B)
JJJ zdxdydz, D={x*>+y?’<2—2z 0<z<2}
D

AD(2))=1(2—2)
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2 2 5 2372
f zn(2—2)dz = nf (22—22)dz=n([22]0—[—] ):
0 0 31

8 4
= n(4——)=—.
3 3

1C)
ffffdxdydz, D={x?+y?’<1+2z 0<z<1}
D
AD(2))=n(l+2)
! 1 1 1\ o9n
Z2n(l+2)dz = = (Z3+z4)dz:n(—+—):_,
0 0 4 5 20
1D)

ff (z+1)dxdydz, D={x*+y’<3—2z 0<z<2}
D

A(D(2))=n(3—2)

2 2 2
J (z+ Dn(3—2)dz = nf (3z+3—22—z)dz=nf (2z+3—-2z%)dz=
0 0 0

237 8\ 22m

2A) La superficie e la meta del cilindro di raggio 3 compresatraz=0e z= 1.

Una parametrizzazione é:
X =3cost
o(t,u)={y=3sint (t,u)e[0,m] x [0, 1].
z=u
Calcoliamo le derivate:
¢t =(—3sint, 3cost, 0), ¢,=(0,0,1).
Il prodotto vettoriale:
i j k
@t X @y =|—3sint 3cost 0|=(3cost, 3sint, 0).
0 0 1
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La norma e: ||¢¢ x @yl| = 3. Quindi: dS = 3dtdu. L'integrale diventa:

1 prm 1 T
Jyds = f f (35int)-3dtdu:9f (f sintdt)du.
S 0o Jo 0 0

1
= 9J 2du=18.
0

2B) Parametrizzazione:
x=2cost, y=2sint, z=u, (t,u)e[0,m]x[O0,2].

ot x @ull = 2.

2 prm 2 i
fxd5=f f (2cost)-2dtdu=4f (J costdt)du=0.
S 0 Jo 0o \Jo

2C) Parametrizzazione:

X =cost, y=sint, z=u.

lloe x @ull = 1.

1 i1 1
T
J(y+z)d5 = f J (sint+u)dtdu.=f 2+ mu)du=2+ —.
s o Jo 0 2
2D) Parametrizzazione:
T T
x=3cost, y=3sint, z=u, (t,u)e[—z,z]x[O,Z].

e x @ull = 3.

2
4
u-3dtdu=3f u-ndu=3n-§=6n.
0

NP

[[zes = [

3A) 3C) Calcolare

[SIE}

ecosy 2 2X
L;:J ( + y2 4)dx+(x+ —Z—sinyecosylnx)dy,
yooX 1+ x2y 1+ x2y4

dove v e la curva chiusa composta da:

T 2 7

Y1:y=1l4+sinx, m>2x=>—, Y2:y=3——X,=-<X<T.
2 T 2
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La curva v € chiusa e generalmente regolare. Poniamo:

ecosy y2 zxy
w = + dx+ (x+ ——=——sinye®YInx|dy;
(0 s )os (x g —siny e Inx)ay
W = Wi+ woy,
ecosy y2 zxy
w1 = + dx+ | ——=——sinye®*YInx]dy,
! X 1+x2y4) (1+x2y4 y ) y
w2 = xdy.
Poniamo:
ecosy y2 2Xy
P(x,y) = + , X,¥)=——F——sinye®YInx.
(x,y) " 1+ x2y Q(x,y) 1+ x2y y

P,Q € C1(A), con A =R* x R, inoltre

o (e —siny ey
5( X ) B X ’
d y? 2y(1+x%y*)—y2(4x?y3) 2y —2x2y°
ay \1+x2y4) (1 + x2y4)2 (1 +x2y4)2
oP —sinyecsy 2y —2x2y>
— = + .
ay X (1 + x2y*)?

a( 2xy ) 2y(1+ x2y*)—2xy(2xy?) 2y —2x%y?

ox \1+x2y* (1+x2y4)? T (L+x2yh?’
0 : _ 1 9Q
—(—sinye®¥Inx) = —sinye®©sy.— —
X X 9X
20 —sinyecosy 2y —2x2y°
=~ _ + _
E% X (1 + x2y4)2
Pertanto:
P  0Q
ay ox

Quindi w; € chiusa. Poiché A € una regione priva di buchi allora € semplice-

mente connessa e quindi w; € esatta. Ne segue:

f&)1=0.
Y

Complessivamente, w non e esatta. Rimane:

L=dey=f xdy+J xdy
Y Y1 Y2
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, dy=cosxdx

N3

Yi1:y=1l+sinx, m> x2>

/2
J xdy=J X cosxdx
Y1 T

Integrando per parti si ottiene:

chosxdx = XSinX+ Ccosx

/2 . /2 T
xcosxdx = [XSII‘\X+COSX] =+1+§

T
T

2 T
Y2:y=3—-X, ESXST[, dy=—ﬁdx
i

T 2 2 s
f xdy f x(——)dx=——J X dx
Y2 /2 n T Jn/2

m 37 T
[=14+ ———=1——
2 4 4
3B) 3D) Poniamo:
esiny y? 2xy .
w = + X+ ( X+ ———+cosye"Inx)dy,
X 1+x2y4) ( 1+ x2y4 y ) y
W = Wi+ woy,
esiny y?2 2Xy .
w1 = + ax + + cosyesInx)dy,
' X 1+x2y4) (1+x2y4 4 Ja
w2 = xdy.
Poniamo:
esiny y2 2xy .
P(x,y) = + , Q(x,y)=——+cosye’Inx.
(x.¥) X 1+ x2y4 (x.y) 1+ x2y4 4

P,Q € C1(A), con A =R* x R, Si verifica:

P 00
ay  ax’
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quindi w; e chiusa e dunque esatta perché A € semplicemente connesso,

fa)1=0.
Y

Complessivamente, w non e esatta. Rimane:

L:dey:J xdy+f xdy.
Y Y1 Y2

x=t,

dunque :

Parametrizziamo yi:

dy = —sintdt.

NI A
IA
~
IA
A

y =2+ cost,
Quindi:

s T
f xdy=f t(—sint)dt:—f tsintdt.
Y1 /2 /2

Integrando per parti:

ftsintdt = —tcost+Jcostdt=—tcost+sint,
n T

—f tsintdt = —[—tcost+sint] =—(nm—1)=1-—m.
/2 /2

Parametrizziamo la >

X =t,

y=3——t,
T

/2 2 2 /2 2 i
f xdy = J x(——)dx=——J xdx.=—J x dx.
Y2 T n T J)n n /2

2[)(2]1T 1( 5 nz) 1 3?2 371
= —| — =\ | =/ = —
m| 2 w2 M 4 m 4 4
T
L=J xdy+J xdy=(1—-n)+ —=1——.
Y1 Y2 4
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4A) 4C) F € C1(R3),

i ] k
— 9 d J [ —
—-yz 0 O

Parametrizzazione della superficie:

i/i ) (6,y)eD:=[0,2n] x[0,1], & e C?(D).

La normale esterna, comprensiva del fattore d’'area, € data da:

sin@
®(0,y) = (cos 6,y, ——

i ik
as =9 L) 0 1 O (COSGO '9)
n = X = = ,0,sin@].
: ’ i : cosf ﬁ
—sing 0 el
Allora
(V x F)(2(6, ) (o Sine)
X , = , =Y, —
y Y, Wi
e

(7 F)®(6, 7)) (&, % 80) = 0 5‘”9) (Coseo . 9)_sin29
X 'y y X %)=V, —Yy Ve 5 sin@ | = 5

2n
J(VxF) n.ds = ff 1/_ déedy = f—dy——

Quindi il flusso del rotore di F uscenteda X e

Quindi

T
\Y/ F . ed5=_.
JZ( xF)-n 7

Proviamolo anche facendo uso del Teorema di Stokes: X & una superficie di
classe C?, regolare, orientata e con bordo.
La frontiera di D € data da:

{(t,0), 2n=2t=0}u{(0,y), 0<y<1}uU

{(t,1), 0<t<2m}tu{(2my), 1>y =0}

Il bordo di £ (%) e pertanto composto da 4 curve regolari:
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e (ellisse inferiore, y = 0) Co, parametrizzata da:

e (generatrice verticale; t = 0) Vi1, parametrizzata da:
61(y)=(1,5,0), 0<y<1l  &§(y)=(010).

e (ellisse superiore, y = 1) C;, parametrizzata da:
sint

cost
" /2 " /2

e (generatrice verticale; t = 2m) V>, parametrizzata da:

62(0)=(1,y,0), 12y=0, &,(y)=(0,1,0).

Quindi, per il Teorema di Stokes, posto w :=—yzdx,

J(VxF)-ned5=f F~dr=J w+f w+f w+f w.
> X Co Vi C V>

F t) ’t)—OOO)( 'tO—COSt)—O
(YO() Yo( _( Yy | —SsIng L, ﬁ = =
fw=0,

Co

F(61(y))-67(¥)=(0,0,0)-(0,1,0)=0=

f w=0,
Vi

sint
F(ra(0)-v,(t) = (—f, 0, o) - (—sin o,

f JZ” sinztdt T
w = = —,
Cy 0 1/7 ﬁ

F(52(y))-65(y)=(0,0,0)-(0,1,0)=0=

J w = 0.
V2

Sommando tutti gli addendi si ottiene

cost) sin?t
2 ) V2

T T
F-dr=0+0+-——+0=—.
Jaz V2 V2
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(VxF)-nedS=—
=
4B) 4D) F € C1(R3),
[
— | 9 9 J [ —
VxF=|2 2 21=(0,0,2)
—y x Zz2

Parametrizzazione della superficie:
®(6,2) =(cosH,sinb,z), (6,z)eD:=[0,2n]x[0,1], &€ C?(DD).

La normale esterna é data da:

i j Kk
N =|—sin® cosO 0|=(cosHh,sing,0), Inell = 1.
0 0 1

(VxF)-ne=(0,0,2)-(cos6,sinb,0)=0.

Quindi il flusso del rotore di F uscente da X e nullo.
Proviamolo anche facendo uso del Teorema di Stokes: X € una superficie di
classe C?, regolare, orientata e con bordo.

La frontiera di D & data da:

{(t,0), 0<t<2n}u{(2mt), 0<z<L1}uU
{(t,1), 2n>t>0}u{(0,2), 1 >z>0}.

Il bordo di £ (3X) e pertanto composto da 4 curve regolari:

e (circonferenza inferiore, z= 0) Co, parametrizzata da:

Yo(t) = (cost,sint,0), 0<t<2m, yg(t) = (—sint, cost, 0)

e (generatrice verticale; t = 2m) V;, parametrizzata da:

51(2)=(1,0,2), 0<z<1, 8,(2)=(0,0,1)



Analisi Matematica II - A.A. 2025/2026 - CdS Ingegneria Civile e Meccanica

e z=1 (circonferenza superiore) C;, parametrizzata da:

v1(t) = (cost,sint, 1), 2m>t>0, y’l(t) = (—sint, cost, 0)

e (generatrice verticale; t = 0) V, parametrizzata da:
62(2)=(1,0,2), 12220, 85(2)=(0,0,1)

Quindi, per il Teorema di Stokes, posto w := —ydx + xdy + z2dz,

J(VxF)-ned5=f F-dr=f w+f w+f w+J w.
= T C1 Co Vi V2
F(vo(D)) -76 =(—sint,cost,0)-(—sint,cost,0)=1>

21
J w=J dt=2n
Co 0

F(61(2))-v,=(0,1,2°)-(0,0,1)=2* =

1 1
f w=J Z2dz=—
Vi 0 3

F(y1(D)) -y’l = (—sint,cost,1)-(—sint,cost,0)=1=>

rO
J w= dt =-2m
Cy JZT[

F(62(2))-v,=(0,1, z2)-(0,0,1)=2*>=>

0

1
J W= ( Z2dz=——.
Vs J

In particolare possiamo osservare che i due tratti verticali sono uguali ma

percorsi in verso opposto. Sommando tutti gli addendi si ottiene

J F-dr=0
oz



